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über simultane lineare Differentialgleichungen, 

Von Herrn L. W. Tho^ne in Greifswald. 



Die UDtersuchuDgen über simultaDe lineare Differentialgleichungen, 
welche in der Abhandlung des Verfassers in Band 131 dieses Journals an- 
gestellt sind, werden in der folgenden Arbeit weiter fortgeführt und ab- 
geschlossen. Es handelt sich darum, wie in der Einleitung der genannten 
Abhandlung gesagt ist, die Integration der simultanen linearen Differential- 
gleichungen auf diejenige von einzelnen homogenen linearen Differential- 
gleichungen zurückzuführen. Dort war der Hauptfall behandelt, wobei 
man nur auf eine einzige einzelne homogene lineare Differentialgleichung 
zurückkommt. Wenn man von der Voraussetzung für denselben absieht, 
so ergibt sich bei derselben Richtung der Untersuchung das Zusammen- 
bestehen einer einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung mit simul- 
tanen nicht homogenen linearen Differentialgleichungen in entsprechend ge- 
ringerer Anzahl. Die Integration letzterer Differentialgleichungen kommt 
auf diejenige der zugehörigen simultanen homogenen linearen Differential- 
gleichungen zurück. Diese werden dann nach demselben Verfahren weiter 
behandelt. Bei ein- oder mehrwertigen algebraischen Koeffizienten in den 
simultanen linearen Differentialgleichungen lassen sich auf diese Weise die 
wesentlichen allgemeinen Eigenschaften der Integrale aus den für einzelne 
homogene lineare Differentialgleichungen mit Koeffizienten derselben Art 
bekannten Eigenschaften herleiten, und es wird die Integration auf diejenige 
letzterer Differentialgleichungen zurückgeführt. — 

Mit dieser Abhandlung haben die Untersuchungen des Verfassers 
über lineare Differentialgleichungen, die in Band 74 dieses Journals anfangen, 
einen natürlichen Abschluß erreicht. Es kam im Verlauf derselben darauf 
an, die Integration von linearen Differentialgleichungen mit ein- oder mehr- 
wertigen algebraischen Koeffizienten auf Grund der Darstellung der Integrale 
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bei den singulären Punkten zu vollziehen, so lange nichts Spezielles über 
den Ursprung und die Natur der Differentialgleichungen bekannt ist. Diese 
Untersuchungen haben im Anschluß an die Arbeiten von Fxichs über reguläre 
lineare Differentialgleichungen zur Integration von solchen linearen Differential- 
gleichungen geführt, deren Analyse spezielle Konvergenzbetrachtimgen nicht 
erfordert. 



Zurückfuhrung der Integration eines Systems von m simultanen homogenen 

linearen Differentialgleichungen auf die Integration einer einzelnen homogenen 

linearen Differentialgleichung und eines Systems von weniger als m simultanen 

nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 

Die m simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen seien 

du 



(1.) 



dz 
dx 



= /'mOi^i---^)? 



wo 



(2.) 



fr (yi ^1 ...z) = a,y y+ar2 tt+ ••• + armZ 



(r=l, 



ist Die Koeffizienten a„ hängen von x ab und sollen die in Abhandlung 
Bd. 131 Nr. 1 dieses Journals angegebene Eigenschaft haben, aber vorzugs- 
weise als rationale Funktionen von x oder rationale Ausdrücke von x und 
einer irreduktibeln ganzen algebraischen Funktion S betrachtet werden. 
Aus (1.) folgt durch Differentiation 

(3.) ^ =/i(2/,^^.-.^), 



(5.) 
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d^ dx 



(6.) 



^=%- + ^-(/"u^.../-) = ^r(y,»,...^i. 



dof dx 
Es sei 

(7.) i^,(i/,?^,...z) = 6,t/ + ^ii^ + - + 4,m-i^ 

gesetzt, dabei F^ = fy. Also besteht das Gleichangssystem 



(8.) 



jj=*ry + ^rl«+-+^r.«-l^. 



Ans demselben folgt 



dy 



(9.) 



rfx -*'^ '■^" - ''^'•— 






\dx„. 



Ky ^•i-^,^— 1 



Wenn die Determinante 



(10.) 



^21 



• ' -^1, m-1 



-^m— 1, l ' " ^m—\, m— 1 



(r = l,...m) 



(r=»l,...m) 



nicht identisch verschwindet, so ist (9.) eine homogene lineare Differential- 
gleichung ?n-ter Ordnung für y, und durch Auflösung der m — 1 ersten 

Gleichungen (8.) erhält man u bis z linear und homogen durch ^,;t^ bis 

d"^^y 

~f-^~i ausgedrückt. Falls bei einer der m Variablen y^ti bis z die (10.) 
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entsprechende (m — l)-reihige Determinante nicht identisch verschwindet, so 
ist dies der in Abhandlang Bd. 131 dieses Journals behandelte Fall. Der- 
selbe tritt nach dem a. a. O. Nr. 2 III Nr. 3 Gesagten im allgemeinen auf. 
Hier wird von dieser Voraossetzung abgesehen und direkt das Gleichnngs- 
System (8.) behandelt Es wird die Matrix 



(11.) 



-^rM ^r^y ••' -^^r, m— 1 



(r=l,...m) 



betrachtet. Wenn für r=l alle Elemente in (11.) verschwinden, so genügt 
y der Differentialgleichung 



(12.) 



'£->"y-o- 



Wenn für r=\ nicht alle Elemente in (11.) verschwinden, so soll 
aus den Zeilen (11.) für r=l bis A — 1 eine (i— l)-reihige Determinante 
hervorgehen, welche nicht identisch verschwindet; als solche kann folgende 
angesetzt werden: 



(13.) 



j ^11 ^'ll2 






I -4^-1,1 Ai^i^2 ••• -4A-i,i-i 



=A-., 



and es sollen die il-reihigen Determinanten 



(14.) 



ila, A^ •••^•12, A— 1 -^2,* 



^21 



A-1,1 -^2-1,2 ••• ^4^-1, Z-l Al-^\,i 
^i,l M,2 "• -4i 2_i Ali 



(f-l,...m-l) 



alle verschwinden. Für i = m verschwindet die Determinante (14.) bei be- 
liebigen A. Dann folgt aus den l ersten Gleichungen (8.) : 
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dy 



(15.) 



dx 

d'y 
dx 



— Ky ^11 ^12 - ^i,z-i 



^ ""^23/ ^21 -^22 '" ^42l_i 



d^y 



dx' 



bxy A 



XI 



H2 



-4;, ;i-i 



= 0. 



Diese Differentialgleichung, in welcher also l^l ist, sei auf die Form 

d'y . d'-'^ 



(16.) 



'y 



dx" 



+ p^j^i + -+Pxy^o 



gebracht; bei A=l soll (16.) die DiflFerentialgleichung (12.) sein. Die 
Koeffizienten p sind rationale Ausdrucke der a^, in (2.) und deren Ab- 
leitungen, demnach, wenn die a^, rationale Funktionen von x sind, oder 
rational x und die algebraische Funktion S enthalten, so sind die p Ausdrücke 
derselben Art. 

Bei A>1 sei aus der Reihe der m — 1 Variablen wbis^ die (i— l)-te 
durch 5, die l-te durch t bezeichnet. Dann ergeben sich aus den k — l 
ersten Gleichungen (8.) die i — 1 Funktionen 21 bis s unter der Form 



(17.) 






+ K^ ^ + ... + Ä,,«-i^[, (r=l,...2-l) 



WO in bezug auf A^i iind die Koeffizienten h das von den Koeffizienten p 
in (16.) Gesagte gilt. Die Ausdrücke (17.) für die Variablen u bis s 
werden nun in die Differentialgleichungen (1.) für t bis z eingeführt Die- 
selben nehmen dadurch die Form an: 



(18.) 



ff t 



dz 
dx 



= 9m^l(Jl'*^^)+Ym^Xj 



WO 
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(19.) 

(20.) 






(r = l,...m — Jl) 



ist, von den Koeffizienten 6^,, c^^ das gilt, was in bezag auf die /> (16.) 
gesagt ist. Wenn in (16.) i = l ist, so kommt (17.) nicht vor, die Diflfe- 



du 



dz 



rentialgleichungen (18.) sind die aus (1.) von ^ an bis ^; ist l = m, so 
kommt (18.) nicht vor. 

In einer beliebigen Lösung y, u bis z der simultanen Differential- 
gleichungen (1.) sind wegen der i — 1 ersten Gleichungen (8.) und der 
über A-i (13.) gemachten Voraussetzung nicht alle Funktionen y, t bis z 
gleich Null. Jede Lösung y^u^...s^t^...z des Systems (1.) tritt nun unter 
der Form auf: y,t^...z und bei i>l für uhx^s die Ausdrücke (17.), wo 
y die homogene lineare Differentialgleichung ^-ter Ordnung (16.) erfüllt, 
die m — X Funktionen t bis z den rn — ^ simultanen nichthomogenen linearen 
Differentialgleichungen (18.) genügen. 

Und umgekehrt: y erfülle der homogene lineare Differentialgleichung 
A.-ter Ordnung (16.), die Funktionen t bis z sollen die m — ;i simultanen 
nichthomogenen linearen Differentialgleichungen (18.) befriedigen. Hierbei 
mögen einzelne, aber nicht alle Funktionen i/, t bis z gleich Null sein. Bei 
A>1 seien die ^—1 Funktionen u bis s durch die ^—1 Ausdrücke (17.) 
gegeben oder damit gleichbedeutend durch die 1—1 ersten Gleichungen 
(8.); dann ist wegen (13.), (14.), (15.) auch die 1-te Gleichung (8.) erfüllt. 
Aus dem System (1.) sind jetzt die Differentialgleichungen 



(21.) 



dy_. dt__, ^_/- 



befriedigt. Nnn ergibt sich durch Differentiation der ersten Gleichung (8.) 
wegen (4.), durch DiflFerentiation der zweiten Gleichung (8.) wegen (5.) usw.: 



(22.) 



A. (^i-/.)+-+4,.-, (^-:-A)=o, 



/du ^\ . . /ds ^\ 



0, 



<du 



ds 



^-..■(5-:-/-)4-+^— (i-:-A)-o, 
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Also sind auch die übrigen A— 1 Differentialgleichungen aus dem Systeme (1.) 

erfüllt 

Damit ist die Integration des Systemes (1.) zurttckgefUhrt auf die 
Integration der einzelnen homogenen linearen Differentialgleichung A-ter 
Ordnung (16.) und die Integration des Systems von m—l simultanen nicht- 
homogenen linearen Differentialgleichungen (18.), wobei einzelne, aber nicht 
alle m — i+1 Funktionen y, t bis z gleich Null sein können. 

Die Integration der simultanen nichthomogenen linearen Differential- 
gleichungen (18.) kömmt unter Anwendung der Methode der Variation der 
Konstanten (vgl. Nr. 2 I) zurück auf die Integration der simultanen homogenen 
linearen Differentialgleichungen (18.), nachdem dort die 7 gleich Null gesetzt 
sind. Auf dieses System sind dann dieselben Betrachtungen anzuwenden. 

Letzteres System ist 

{dt 



(24.) 



rf^=^.(^...^), 






wo 



(25.) S^r=ftrl^ + -- + Är.m-A^- (r-l,...m-2) 



Die Koeffizienten b sind rationale Funktionen von x, bezüglich ent- 
halten X und die algebraische Funktion S rational, wenn dies bei den 
Koeffizienten a^, (2.) der Fall war, und werden vor jeder Integration bekannt. 
Das System (24.) kann in mehrere von einander unabhängige Systeme zer- 
fallen, soda£ die abhängigen Variablen, die in dem einen Systeme vorkommen, 
nicht auch in dem anderen sich finden. Wird das vorhin angegebene Ver- 
fahren auf (24.) angewandt, so wird dadurch gleichzeitig jedes der letzteren 
Systeme für sich behandelt. Auf diese Weise wird fortgefahren, bis in 
einem System von k simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen 
die (10.) entsprechende (A:—!)- reihige Determinante nicht verschwindet, oder 
bis ein solches System vollständig in einzelne Differentialgleichungen (erster 
Ordnung) zerfällt. 
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Die (m — 1)- reihige Determinante (10.) bei y und die entsprechenden 
(m— 1)- reihigen Determinanten bei den Variablen u bis z verschwinden 
alle, wenn von keiner der Variablen y^ i^ bis ^ m linear unabhängige Inte- 
grale in dem Systeme (1.) vorhanden sind. Ein solches System ist bei- 
spielsweise 

dy 

du 



(26.) 



dw 
dx 
dz 
dx 



= a^2v + a^iZ^ 



= Of, 



Dieses System zerfällt nicht in getrennte Systeme. Von y und z 
kommt nur je ein Integral vor; von u kommen nicht mehr als zwei Inte- 
grale vor (bei y = und y aus der ersten Differentialgleichung); ebenso 
von w'^ von v kommen nicht mehr als drei Integrale vor (bei y = 0, r = 0; 
y = 0, z] z = 0, y). In ähnlicher Weise können solche Systeme für m>2 
gebildet werden. 



Die Form der Integrale der simultanen homogenen linearen Differential- 
gleicimngen hei den singidären l\tnkten. 

I. Zunächst werden folgende bekannte Sätze angeführt. 

A) (1.) y,,u,,...z, (r=i,....) 

sei ein System von Lösungen der simultanen homogenen linearen 
Differentialgleichungen Nr. 1 (1.), dessen Determinante nicht identisch 
verschwindet — Fundamentalsystem, vgl. Abh. Bd. 131, Nr. 1; — dann 
hat diese Determinante J den Ausdruck 



(2.) J = ce 

wo c eine Konstante ist 



/ («1 



• «32 • 



• Omm) djr 
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B) Das System simultaner nichthomogener linearer Differential- 
gleichungen 



(S.) 






liege vor. Wenn die Determinante 



(4.) 



^1 • •• ^^r-1 ^2 ^^r+l • • • ^n 



= i.. 



gesetzt wird, worin f^ = 0(a^e), «,= 1 ist, so sind nach der Methode der 
Variation der Konstanten die Lösungen von (3.) (s. Ahh. Bd. 131 Nr. 5): 



(5.) 



wobei zu den Integralen beliebige Konstanten addiert werden. 

C) In einem Kreise, in welchem die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) 
einwertige und stetige analytische Funktionen sind, besteht ein Fundamental- 
system von m Lösungen des Systems Nr. 1 (1.), welche dort einwertige und 
stetige analytische Funktionen sind (vergl. Abhdlg. Bd. 131 Nr. 4 II A.). 

II. Die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) seien rationale Funktionen von x. 

Journal fär Mathematils Bd. 133. Heft 1. 2 
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A) Die Funktion y ans irgend einer Lösung der simultanen homogenen 
linearen Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) genügt der Differentialgleichung 
Nr. 1 (16.). In derselben Weise wie für y kann für jede der Variablen u 
bis z die der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) entsprechende aufgestellt 
werden. 

Es werde ein ganzer rationaler Ausdruck nullten oder höheren 
Grades von log (x — a) mit Faktoren der Logarithmenpotenzen, die Potenz- 
reihen in bezug auf x — a sind, in welchen die Exponenten sich nur um 
ganze Zahlen von einem Werte p unterscheiden, zur Abkürzung ein 
kanonischer Ausdruck genannt, p der Gruppenexponent. 

Ein Integral der Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) bei einem 
Punkte x = a ist eine homogene lineare Verbindung mit konstanten 
Koeffizienten von kanonischen Ausdrücken; entsprechend bei uhhz. 

Wenn nun bei einem singulären Punkte x = a des Systems Nr. 1 (1.) 
(vergl. Abhdlg. Bd. 131, Nr. 4 II B) in einem durch x = a gelegten Kreise, 
innerhalb dessen die Koeffizienten a^^ (Nr. 1 (2.)) einwertig und stetig sind, 
ein Fundamentalsystem von m Lösungen des Systemes Nr. 1 (1.) genommen 
wird, so stellen sich in jeder dieser Lösungen die Funktionen yhi^z in 
der Umgebung von a als homogene lineare Verbindungen mit konstanten 
Koeffizienten von kanonischen Ausdrücken dar. Der einzelne Faktor einer 
Logarithmenpotenz in einem solchen Ausdrucke hat die Form (x — ay (p(x). 
Die Funktion (pQv) bleibt in einem einfach ' zusammenhängenden Gebiete, 
welches außer x = a keinen singulären Punkt des Systems Nr. 1 (1.) enthält, 
abgesehen von x = a einwertig und stetig. Denn wenn in der einzelnen 
Differentialgleichung, wie Nr. 1 (16.) für ^, in diesem Gebiete noch andere 
singulare Punkte vorkommen, so können dieselben dort nur außerwesentlich 
singulare sein, wie aus dem Zusammenhange der Gleichungen Nr. 1 (16.), 
(17.), (18.) mit dem Systeme Nr. 1 (1.) nach dem in I C) Gesagten sich 
ergibt. Nun kommen die linearen Relationen zwischen den Faktoren der 
Logarithmenpotenzen in Betracht (vgl. Abb. Bd. 96 S. 187). 

B) Wird eine der vorhin genannten m Lösungen des Fundamental- 
systems in die Differentialgleichungen Nr. 1 (1.) eingesetzt, so ergibt sich, 
daß auch jeder Teil dieser Lösung, in welchem der Gruppenexponent bei 
den Funktionen y, u bis z ein und derselbe ist, für sich eine Lösung bildet; 
dabei können einzelne, aber nicht alle Funktionen y, 2c bis z gleich Null 
sein (Abb. Bd. 74, Nr. 1 (5.) dieses Journals). 
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In einer Lösung, in welcher ein und derselbe Gruppenexponent vor- 
kommt, sei die höchste Logarithmenpotenz, welche mit nicht verschwindendem 
Faktor auftritt, die n-te, n>Q, wobei dieselbe in einigen, aber nicht in 
allen Funktionen y, n bis z mit dem Faktor Null sich vorfinden kann. Dann 
ergibt sich weiter ans dem System Nr. 1 (L), da die Faktoren gleich hoher 
Logarithmenpotenzen auf beiden Seiten Übereinstimmen mttssen, daß die 
Faktoren der w-ten Logarithmenpotenz für sich eine Lösung des Systems 
Nr. 1 (L) bilden (vgl. Abh. Bd. 74 Nr. 2> 

Nun werden aus dem angenommenen Fuudamentalsystem bei jedem 
Gruppenexponenten die sich ergebenden linear unabhängigen Lösungen heraus- 
genommen, darunter wenigstens eine ohne Logarithmen. 

Dann ist durch die Gesamtheit dieser Lösungen linear und homogen 
mit konstanten Koeffizienten jede beliebige Lösung darstellbar. Dieselben 
sind m linear unabhängige Lösungen und bilden ein Fundamentalsystem, da 
diese Lösungen sukzessive durch die m Lösungen des ursprünglichen 
Fundamentalsystems zur Darstellung jeder beliebigen Lösung ersetzt werden 
können. 

Bei .r=3o tritt - = t, f = ein, wodurch man auf dasselbe Resultat 
kommt. 

III. Die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) sollen x und die irreduktible 
ganze algebraische Funktion 6' rational enthalten. 

Dann wird bei einem i?-blättrigen Windungspunkte x = a (Ä>1) 

(o^^ — </)"« = u (bez. (^ J/« = u) gesetzt und in einem durch ^ = gehenden 
Kreise, innerhalb dessen die Koeffizienten a^s einwertig und stetig sind, ein 
von ^ abhängendes Fundamentalsystem genommen, wie in II. A). Hieraus 
erhält man durch dieselben Betrachtungen wie in II. für die Umgebung 
von ^ = ein Fundamentalsystem von Integralen durch kanonische Ausdrücke 

von den in II. A) und B) angegebenen Eigenschaften. In diese ist dann 

1 
für t wieder (.r — «)« einzuführen. 

3. 
iJie einzelnen hovxogeneji linearen Differentialgleichungen j auf welche die Inte- 
gration von simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen zurückkommt. 

I. Die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) sollen rationale Funktionen 
von X sein. 

2* 
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A) Die Integrale des Systems Nr. 1 (1.), deren Form bei den sin- 
galären Punkten in Nr. 2 gegeben ist, seien regulär. Dann ist die Differential- 
gleichung Nr. 1 (16.) eine reguläre Differentialgleichung und die Integrale 
t bis ;: aus dem Systeme simultaner homogener linearer Differentialgleichungen 
Nr. 1 (24.) sind regulär. 

Und umgekehrt: die Integrale der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) 
und des Systemes Nr. 1 (24.) seien regulär. Dann ergeben sich die Inte- 
grale aus dem Systeme simultaner nichthomogener linearer Differential- 
gleichungen Nr. 1 (18.) gleichfalls als regulär, wie aus dem in Nr. 2 I. 
Gesagten hervorgeht. Es sind dann auch die Ausdrücke Nr. 1 (17.) fttr 
u bis s regulär. Demnach sind alle Integrale des Systems Nr. 1 (1.) regulär. 

Um daher zu prüfen, ob die Integrale des Systems Nr. 1 (1.) regulär 
sind, ist zunächst die Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) zu ermitteln 
und zuzusehen, ob dieselbe regulär ist. Dann ist das System Nr. 1 (24.) 
aufzustellen und dieses in derselben Weise zu behandeln, also zunächst aus 
demselben die Differentialgleichung für t herzustellen und diese in bezug 
auf die Regularität zu prüfen; u. s.w. 

B) Der Differentialausdruck in der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) 
sei durch ein System normaler DiffereiitialausdrUcke darstellbar.^ In der- 
selben Weise, wie aus dem System Nr. 1 (1.) die Differentialgleichung für 
if Nr. 1 (16.) hergeleitet ist, seien die entsprechenden Differentialgleichungen 
für u bis z hergestellt. Es sei der Differentialausdruck in jeder dieser 
Differentialgleichungen durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar. 

Wenn in einer Differentialgleichung * (i/, a;) = 0, in welcher *(y,a:) 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, die Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung H^{y^x)=^0 mit rationalen 
Koeffizienten und dem Koeffizienten der höchsten Ableitung gleich 1 ent- 
halten sind, so ist auch V{y^x) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar mit determinierenden Faktoren aus dem Systeme ^ (^, x) 
(Abhdlg. Bd. 96, Nr. 221, 222). 

Aus der Voraussetzung folgt daher, wenn man aus dem Systeme 
Nr. 1 (24.) die Differentialgleichung fUr t herleitet, daß- auch deren Differential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist 
Überhaupt ergibt sich, in welcher Reihenfolge auch in bezug auf die Variablen 
t/, u bis z die Reduktion des Systemes Nr. 1 (1.) nach dem in Nr. 1 an- 
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gegebenen Verfahren vorgenommen wird, daß man immer auf solche einzelnen 
homogenen linearen Differentialgleichungen kommt, bei denen der DifiFerential- 
ausdruck durch ein System normaler Differentialausdrucke darstellbar ist. 

Falls in Nr. 1 (16.) X=^m ist und der Differentialausdruck in 
Nr. 1 (16.) durch ein System normaler Differentialausdrücke sich darstellen 
läßt, so folgt hieraus, daß die Voraussetzung erfüllt ist. Denn nun ergeben 
sich die übrigen Variablen w bis z durch die Ausdrücke Nr. 1 (17.), in 
welchen nur y^ nicht t bis z vorkommt. Aus einem solchen Ausdruck läßt 
sich aber für jede dieser Variablen, z. B. für w, eine Differentialgleichung 
Z/(?^) = 0, welcher die Funktion u genügt, herleiten, worin L{u) durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, woraus nach dem 
vorhin Gesagten die Behauptung hervorgeht. Für die Herstellung von L (u) 
aus dem Ausdrucke Nr. 1 (17.) für u kommt folgendes in Betracht. Wenn 
aus einer homogenen linearen Differentialgleichung für y M{y^x) — diejenige 
hergeleitet wird, welche die erste Ableitung der Integrale und nur diese zu 
Integralen hat, so ist deren Differentialausdrnck durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar, wenn dies bei M (y, x) der Fall war 
(vergl. Abhdlg. Bd. 119, S. 147). Für ein Produkt Y^Ry, wo R eine 
rationale Funktion von a*, erhält man die Differentialgleichung R M{R~^ Y^x) = 0, 
worin RM{R'^ Y^x) durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar ist Für die Summe y^ + y2=^Y^ wo *(yi,^) = und ¥^(i/2,x) = 
ist, * und y durch Systeme normaler Differentialausdrücke sich darstellen 
lassen, ergibt sich eine Differentialgleichung X(7,a:) = 0, in welcher X 
durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist (Abhdlg. 
Bd. 96, S. 216, 222). 

IL Die Koeffizienten «y, Nr. 1 (2.) sollen rational x und die irre- 
duktible ganze algebraische Funktion S enthalten. 

Dann gilt das in I. A) über ein System Nr. 1 (1.) mit regulären 

Integralen Gesagte ebenso, indem bei einem /2-blättrigen Windungspunkte a 

1 
(Ä> 1) (.r — a)Ä=^ gesetzt wird. 

Das in I. B) Gesagte gilt gleichfalls für Systeme im Bereiche S 
normaler Differentialausdrücke (Abhdlg. Bd. 122, Nr. 1) und auch für Systeme 
verallgemeinerter im Bereiche S normaler Differentialansdrücke (Abhdlg. 
Bd. 123, Nr. 1, 2, 3). 

III. Bei der Reduktion des Systemes Nr. 1 (1.) nach dem in Nr. 1 
angegebenen Verfahren werden die eingehenden einzelnen Differential- 
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gleichungen vor jeder Integration bekannt Je nachdem die Reihenfolge 
der Variablen y, u bis z bei dieser Reduktion gewählt wird, werden die 
eingehenden einzelnen Differentialgleichungen verschieden, und dieses kann 
besonders in bezug auf die Ordnung der Differentialgleichungen der Fall 
sein. Man wird daher zusehen, bei welcher Reihenfolge die Integration der 
eingehenden einzelnen Differentialgleichungen sich am einfachsten gestaltet 

4. 
Die Integrale der simultanen homogenen linearen Differentialgleichungen. 

I. Die Differentialgleichung Nr. 1 (16.) habe die l linear unab- 
hängigen Integrale 2/^((>=^ l,.-^0- 

y^ wird in das System Nr. 1 (18.) eingesetzt Dann sei eine Lösung 
dieses Systems (vgl. Nr. 2 I) t^ bis z^. y^^^ werde gleich Null gesetzt 
Ein Fundamentalsystem von m — l Lösungen des Systems Nr. 1 (24.) sei 
h^o bis Zij^^ ((> = 1, ... m — ;.). Die zusammengehörigen Werte y^,^ 4 bis 2^ 
(Ä:= l,...?/i) werden in Nr. 1 (17.) eingesetzt; so ergeben sich w^tWa^*- 
Dann ist nach Nr. 1 durch 

m nt m 

(1.) y^^c.y,, n^:^c,u,,...z=:^c^z,, 

wo die 6v Konstanten sind, die vollständige Lösung des Systemes Nr. 1 (1.) 
gegeben. Hieraus folgt, wie in Nr. J II. B) (Schluß), daß diese m Lösungen 
linear unabhängig sind. Dasselbe ergibt sich direkt 

II. A) Die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) seien rational. 

Bei einem singulären Punkte x = a des Systemes Nr. 1 (1.) sei von 
dem Systeme Nr. 1 (24.) ein Fundamentalsystem von m — >. Lösungen unter 
der in Nr. 2 II B) angegebenen Form aufgestellt, so daß in der einzelnen 
Lösung ein und derselbe Gruppenexponent besteht und unter den Lösungen 
mit demselben Gruppenexponenten eine ohne Logarithmen ist 

Aus der Differentialgleichung für y Nr. 1 (16.) mögen a linear 
unabhängige Integrale mit einem und demselben Gruppenexponenten r 
hervorgehen. Diese werden in das System Nr. 1 (18.) eingesetzt und bei 
der Integration nach der Formel Nr. 2 (5.) wird in der Entwicklung der 
durch das Integralzeichen ausgedrückten Funktionen das konstante Glied 
annulliert. Hierdurch entstehen a Lösungen des Systems Nr. 1 (18.) mit 
dem Gruppenexponenten r. Die zusammengehörigen Werte ^,^bisz werden 
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in Nr. 1 (17.) eingesetzt. Auf diese Weise ergeben sich' im ganzen 
a Lösungen des Systems Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten r. 

Das für das System Xr. 1 (24.) aufgestellte Fnndamentalsystem von 
Lösungen enthalte ß (/^>0) linear unabhängige Lösungen mit dem Gruppen- 
exponenten r. Dieselben werden bei y = in Nr. 1 (17.) eingesetzt. Für 
das System Nr. 1 (1.) erfolgen ß Lösungen mit dem Grnppenexponenten r. 
Im ganzen gehen dadurch a + ß linear unabhängige Lösungen (vgl. L) des 
Systemes Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten r hervor. 

Ist ß von Null verschieden, so ist unter denselben bei ;y = bereits 
eine ohne Logarithmen. Ist /i>' = 0, so soll unter den «Integralen y von 
Nr. 1 (16.) mit dem Gruppenexponenten r eines ohne Logarithmen sein. 
Diesem entspricht nach dem Vorhergehenden eine Lösung des Systems 
Nr. 1 (1.) mit dem Gruppenexponenten r, und diese Lösung ist gleichfalls 
ohne Logarithmen. Denn sonst ergäbe' die höchste Logarithmenpotenz in 
dieser Lösung mit nicht in allen Funktionen y, u bis z verschwindenden 
Faktoren durch diese Faktoren für sich eine Lösung (Nr. 2 II. B)) mit 
y = 0, dann wäre nicht /3 = 0. 

Durch sukzessive Anwendung dieses Verfahrens ergeben sich die 
linear unabhängigen Lösungen des Systems Nr. 1 (l.) mit demselben Gruppen- 
exponenten und darunter eine ohne Logarithmen. 

Bei a: = oo erhält man dasselbe nach Substitution von x = -. 

B) Die Koeffizienten a,, in Nr. 1 (2.) sollen rationale Ausdrücke von 
X und der irreduktiblen ganzen algebraischen Funktion S sein. Dann wird 

bei einem Ä- blättrigen {R>V) Windungspunkte (o: — «)ä = ^ gesetzt in Nr. 1 
(16.), (17.), (18.), (24.), worauf sich dasselbe Resultat wie vorhin ergibt. 

III. Zur Darstellung der Integrale und der Substitutionen bei der 
Fortsetzung. 

A) Die Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) seien rational. 

Bei der Integration des Systemes Nr. 1 (18.) nach der Mcthode^der 
Variation der Konstanten (Nr. 2 I) gilt über die Entwicklung der Integrale, 
die Fortsetzung durch Umgang um .r = a, die allgemeine Fortsetzung und 
die Wertberechnung das in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 I. B) über simultane 
nichthomogene lineare Differentialgleichungen Gesagte. — 

Bei den Integralen y der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) (ent- 
sprechend für u bis z) erhält man für die Koeffizienten in den eingehenden 
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Potenzreihen Rekursionsformeln mit konstanter Anzahl der Glieder, indem 
die Differentialgleichung Nr. 1 (16.) nach den Angaben in Abhdlg. Bd. 96 
Nr. 15 behandelt wird. Über das Vorkommen von Logarithmen bei den 
Integralen y vgl. Abhdlg. Bd. 96 S. 242, 267 a); Bd. 119 S. 142. 

B) Die Koeffizienten a^, enthalten die algebraische Funktion S. 

Bei einem Ä-blSttrigen Windungspunkte x—a wird (a:— a)« =S gesetzt. 
Die Behandlung des Systemes Nr. 1 (18.) geschieht nach den Angaben in 
Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 I. B), C). Dabei werde, was den Umgang um ^=0 
angeht noch folgendes bemerkt. In den Ausdrücken in Nr. 1 (19.), (20.) 
sind die Koeffizienten 6^„ c^^ bei u = einwertig. Bei den Integralen y sei 
eine Gruppe mit demselben Gruppenexponenten yi , 2/2 bis y,,. y, geht bei 
einem Umgange um ^=0 über in 

(2.) K 2/1 + ^^2 2/2 + — + K Voi 

wo die k Konstanten sind. Wird y^ in Nr. 1 (20.) eingesetzt, so sei der 
dadurch entstehende Ausdruck durch Y^^ bezeichnet. Dann geht durch den- 
selben Umgang Y^a über in 

(3.) KY^, + k,Y,, + .^. + KY,,. 

Für die Koeffizienten in den nach Potenzen von ^ fortschreitenden 
Potenzreihen in den Entwicklungen erhält man bei y (entsprechend bei 
u bis z) Rekursionsformeln mit konstanter Anzahl der Glieder, wenn man 
zu der Differentialgleichung Nr. 1 (16.) die Konnexdifferentialgleichung her- 
leitet (vgl. Abhdlg. Bd. 122 S. 27), in diese x^a^l;"" einführt und dann 
dieselbe nach den Angaben in Abhdlg. Bd. 96 Nr. 15 behandelt. 

5. 

Die simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen. 

Die m simultanen nichthomogenen linearen Differentialgleichungen 



(1.) 






l£=/--+^- 
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seien vorgelegt, worin die f die Ausdrücke Nr. 1 (2.) sind, über die X wie 
in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 die Voraussetzungen aus Abhdlg. Bd. 107 ge- 
macht werden. Hier ist zunächst das System Nr. 1 (1.) zu integrieren. 
Alsdann wird die Methode der Variation der Konstanten angewandt Das 
weitere Verfahren ist in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 I angegeben; wenn die 
Koeffizienten a^, in Nr. 1 (2.) rational sind a. a. 0. in I. A), B), wenn die- 
selben rational x und die algebraische Funktion S^ enthalten, a. a. 0. in I A), C). 
Die in die Entwicklung der Integrale y (entsprechend bei u bis z) 
eingehenden Potenzreihen enthalten Koeffizienten, fOr welche Rekursions- 
formeln mit konstanter Anzahl der Glieder in folgender Weise hergeleitet 
werden können. Das in Abhdlg. Bd. 131 Nr. 5 IL beschriebene Verfahren 
werde auf die l ersten Gleichungen Nr. 1 (3.) bis (6.) angewandt; so erhält 
man für y die Differentialgleichung 

(2.) F,{y,x)^q, 

worin F^ (3/, x) Att Diflferentialausdruck in Nr. 1 (16.) ist, q sich linear und 
homogen aus X ^^^ ^m ^^ (I«) ^^^ Ableitungen dieser Funktionen zu- 
sammensetzt mit Koeffizienten, die rationale Ausdrücke der a^, Nr. 1 (2.) 
und deren Ableitungen sind. 

Gemäß Abhdlg. Bd. 115 S. 137, 138 können für die X in (1.) 
homogene lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten her- 
geleitet werden, welchen dieselben genügen; daher aus diesen auch solche 
Differentialgleichungen für die Ableitungen der X Dann wird für q eine 
homogene lineare Differentialgleichung hergeleitet mit Koeffizienten, die 
rational in x bezüglich in x und der algebraischen Funktion S sind (Abhdlg. 
Bd. 96 Nr. 7, Bd. 122 Nr. 1 L). In diese wird F(y,x) eingesetzt. Das 
weitere Verfahren ist wie in Nr. 4 III. 
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Schlufsbemerkung 

in betreff der von dem Verfasser in diesem Journal veröffent- 
lichten Abhandlungen über lineare Differentialgleichungen. 



Von Herrn L. W, Thome in Greifswald. 



Um in Kürze einen Auszug aus dem Inhalte der in diesem Journal 
vom 74 Bande an in bezug auf lineare Differentialgleichungen erschienenen 
Abhandlungen des Verfassers zu verschaffen und um die weitere Kenntnis- 
nahme dieser Arbeiten zu vereinfachen, wird folgende Reihenfolge für die 
Lektüre angegeben: 

1. Bemerkung Bd. 126 S. 71. Einleitung zu der Abhandlung 
Bd. 131 S. 8 und zu der vorstehenden Abhandlung. 

2. Einleitung zu der Übersicht Bd. 96. Rückblick in der Ab- 
handlung Bd. 122 S. 20 und in der Abhandlung Bd. 123 S. 134. 

3. Abhandlungen Bd. 74, 75, 78 Nr. 1. Übersicht Bd. 96. Ab- 
handlungen Bd. 117, Bd. 115 erste Abteilung. 

Für das Übrige ist der Wegweiser in dem Vorhergehenden enthalten. 
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über die asymptotische Darstellung der Integrale 
linearer Differentialgleichungen. 

Mit 14 Figuren. 
Von Herrn J. Harn in Clausthal. ' 



Im 4. Bd. des Arch. der Math. u. Phys. (3. Reihe), S. 213-230, 
habe ich vermittels sukzessiver Annäherungen*) eine Reihenentwicklung der 
Integrale der linearen Differentialgleichung 

t^+("..+l+?.+-)ä+(»..+ 'i + ^.+ ->-o 

hergeleitet, aus welcher sich das Verhalten der Integrale bei der Annäherung 
der Veränderlichen x an die Unbestimmtheitsstelle 07 = 00 ergibt, und zwar 
zunächst die asymptotische Darstellung der Integrale durch die im allgemeinen 
divergenten 7%omeschen Normalreihen.**) 

Dieses Verfahren läßt verschiedene Abänderungen zu, es kann zur 
Restabschätzuüg benutzt werden und ist der Verallgemeinerung fähig. 

Die Koeffizienten Pi,...P^ der Differentialgleichung 

seien in Potenzreihen von - entwickelbar, welche in der Umgebung von 
a: = c» konvergieren; die positive ganze Zahl k+l heißt nach Poincare der 
Rang der Differentialgleichung an der singulären Stelle der Unbestimmtheit 



•) Vgl. Fuchs, Annali di Mat. 1870. 
**) Vgl. auch Comptes rendus, 17. Jan. 1898. 
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x^co. Im Anschluß an Fomcare*) habe ich das Verhalten der Integrale 
einer linearen Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten in der ganzen 
Umgebung der Unbestimmtheitsstelle weiter verfolgt, und zwar in den Fällen 
k=0**^ und m = 2.***) Wenn die Koeffizienten Pi^...P^ nicht in der ganzen 
Ebene rational sind, ist die Methode der Laplace&chen Transformation nicht 
anwendbar.!) Besonders geeignet zur vollständigen Untersuchung der In- 
tegrale ist aber die Methode der sukzessiven Annäherungen, wie sich in 
dem a. a. 0. behandelten einfachsten Falle m = 2, A: = gezeigt hat. Wir 
wollen daher, um eine Grundlage für weitere Untersuchungen zu haben, 
diese Methode so ausgestalten, daß ihre Anwendung auf die oben an- 
geschriebene allgemeine Differentialgleichung ersichtlich wird. 

In §§ 1 — 4 wird der einfachste Fall m = 2, k = nach einer ab- 
geänderten Methode behandelt, welche ohne weiteres zur Restabschätzung 
fuhrt. Die Ausdehnung dieser Methode auf Differentialgleichungen höherer 
Ordnung vom Rang 1 wird in §§ 5 — 8 für den Fall m = 3, k = dargestellt. 

Für Differentialgleichungen höheren Ranges (^>1) wird eine auf 
der Benutzung anderer Integrationswege beruhende Methode angegeben. 
Der einfacheren Darstellung halber beschränken wir uns in §§ 9 — 13 auf 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung von beliebigem Rang. 

§ 1- 

Die Differentialgleichung 

habe die in der Umgebung von ic = oo regulären Koeffizienten 

^i = «, + - 1 Z + '"' ^'"'''^ 



*) Amer. Journ. Bd. 7; Act. math. Bd. 8. 
*•) Math. Ann. Bd. 49, 50. 



**•) Act. math. Bd. 23. 
+) Vgl. meine Arbeiten im 118. Bd. dieses Journals und im 24. Bd. der Act. 
math., sowie die Arbeiten von Kneaer (dieses Journ. Bd. 116, 117, 120; Math. Ann. 
Bd. 49), an welche sich die Dissertation von A. Hamburger (Über die Restabschätzung 
bei asymptotischen Darstellungen der Integrale linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, Berlin 1905) anschließt. 
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Wenn die Wxirzelh «j, cxj der charakteristischen Gleichung 

a^ + aia + Ö2 = 
von einandei* verschieden sind, wird die Differentialgleichung (A) durch die 
JÄow^chen Normalreihen 

befriedigt, worin 

a\ ai + «2 
^' 2 (i,- + «1 

ist. 

Wir verstehen unter n eine der Zahlen 0,1,2,... und führen die 

ganzen Funktionen /i-ten Grades von - ein: 



*.0=i+4^+-+|-- 



Die Funktionen 



genügen der Differentialgleichang 

A(y)=o, 



(••=1,2) 



(• = 1,2) 



wo 



A (y) = 



y", <, «^i' 



ist. Setzt man 
nnd 



9'l1<P'2 



=y" + Pxy'+P2y 



so schreibt sich die Differentialgleichang (A): 

A(y)=A(y). 



Schreibt man 






so dient die Gleichung Cj = nach Annahme einer bestimmten Wurzel a^ der 
Gleichung C„ = ex J + a^ a, + Oj = zur Bestimmung von p-; hierauf ergibt sich A^^ 
ausCj^O,... Ai^ aus C^+i = 0. Die von A,n+n A»+2i ••• nicht abhängenden 
Größen Co, C,, ... C„+, bleiben gleich Null, wenn man A,n+n ^<.n+2, •.. durch 
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Null, also Si durch (pi ersetzt Es ist also 

wo q, eine Potenzreihe von - darstellt. Wegen 
hat man 

daraus folgt 



WO $1,^3 Potenzreihen von sind. Man hat also 
Wir setzen 

WO ^ eine ganze rationale Funktion von - darstellt, und 
Dann ist 



^ = e-^i'' x-^^x^A- ], 0=1.2) 



•^.(1). 



wo :p, eine in der Umgebung von x=»oo konvergente Potenzreihe von 
- darstellt. 

Die positive Größe R sei so groß angenommen, daß sich in dem 
Gebiet \x\>R nicht nur Pi, P^ regulär verhalten, sondern auch * von Null 
verschieden ist; dann sind auch pi,:p2 nnd qi,q2 für \x\>R regulär. 

Wir verstehen unter u^ eine der Funktionen ^i, (p2 und schreiben 
die Gleichungen 

A (^^r + l) = A (W>) (>'=ü, 1, 2, ...) 

an, woraus wir nach einander u^^u^^u^^... berechnen. Wenn u^ bekannt ist, 
erhält man u^^^ durch Integration einer linearen, nicht homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung in der Form 
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wir wählen einen Integrationaweg /, welcher in einer passenden Richtung 
ans dem Unendlichen kommt und in x endigt. Weiter ist 



A K+i) = i A (9.) / A (Uy) f dx. 



Durch eine Substitution von der Form y = ^'yi, x = bxi können wir 
erreichen, da£ «i, »2 beliebig gegebene (von einander verschiedene) Werte 
annehmen ; wir setzen demgemäß /? = a, — «i als reell und positiv voraus. 

§ 2. 
Es sei zunächst 

?^„ = ^1 = e"»* x^' *i (-). 

Dann ist 

A(t^„) = e«^'a;^>-»-2i?;(a:), 
wo 

^«(^•) = qi(]) 
für |a;|>Ä regalär ist. Unter Anwendung der Bezeichnung 

haben wir die Rekursionsformeln 

«,,. .-" :c-f. =*. (A) / :c— '/', (X) )?, (1) rfz 

und 

worin 

/^ = «2 — «n ^=p2 — Pi 
gesetzt ist. 
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Die Veränderliche x beschränken wir auf das Gebiet ©^ 

Der Integrationsweg l setze sich zusammen 

aus der Geraden /', welche längs der reellen posi- 

f tiven Achse aus dem Unendlichen kommt und im 

Punkte \x\ endigt, und aus dem Kreisbogen /" vom 

Mittelpunkt und vom Zentriwinkel <^, welcher 

Figur 1. die Punkte \x\ und x verbindet. (Fig. 1.) 

Für alle Punkte x des Gebietes ®i ist ' 





i.=/ 

1 


dv ^ K 1 


Es ist nämlich 


rdv r dv 1 1 

/ W-+* ~/ w-^* n + 1 |a;|»+" 


/ 


dv r \x\d9 n 


Wir setzen 






^ = e^('-')a^w-", 



wo X ein beliebiger Punkt des Gebietes &i und v ein beliebiger Punkt des 
in X endigenden Weges l ist. Dann ist, wie wir zeigen werden, 



Es ist 9i(a;)<gi(t;), also 

|e/^(«)|<l. 



Auf dem Wege l ist 



Wenn man 
setzt, hat man 



>i, 



arg 



X 



<Z.7l, 



a = a'-\-ia" 



lO'l = 



^0^ arg 1 ^ 



-a' 



^nio'M^ 
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Ist a'>0, so ist 

i(-:r; <'"••". 

also 

Um den Fall a'<0 zu behandeln, nehmen wir s reell und größer 
als 1 an und zerlegen den Weg / in die beiden Teile r>>^|a:| und 
h'l^^l^lf die wir bzw. /j und 4 nennen. Auf k ist 



i-j<*, 



also 

und 

Auf h ist 

also 
ferner ist 

folglieh 
oder, da 






I-Kl. 






e-'»0-7)'i'i<": 
für reelle positive f höchstens gleich 



ist, 
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Für 

ist 

Versteht man unter s die angegebene Zahl, so hat man 

lvl</^. 

An Stelle der für a'>0 and för a'^0 gefundenen Werte von H 
kann der oben angegebene gröBere Wert gesetzt werden. 
Für |j:|>ä sei 

^Ü)<^. :9.G)<^V, *,0<9l, 
WO Mj iV, 92 endliche positive Größen sind; es ist also auch 

\F,(x)\<N. 
Im Gebiete @i ist 

denn, wenn dies richtig ist, ergibt sich, da der ganze Integrationsweg / im 
Gebiete ®i verläuft, aus der Formel 






1\ dv 



l 

die Ungleichung 

/ 

nun ist aber 
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also 



y + l 



nnd 

Ans der Gleichong 

folgt nnn 

i,,,,.-,.^.,|<<„(^;_t«p-. 

Wenn man 
setzt, so ist 



nnd 



C_Q_Y 



so daß die Reihe 



»^8» 



im Gebiete @), unbedingt nnd gleichmäßig konvergiert. 
Die Reihe 

welche im Gebiete @)i unbedingt und in jedem im Endlichen gelegenen Teil 
von @), gleichmäßig konvergiert, stellt ein Integral der Differentialgleichung 
(A) dar. Es ist nämlich 

AK + i^i + — + ?^+i) = A(wi,+ ?^i + - + ?0? 
also fOr lim v=x), da man die Ableitungen der Reihe 171 durch gliedweise 

4* 
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Differentiation erhält, 



oder 

Setzt man 

80 ist im Gebiete ®, 

also 



D(»?.)=o. 






oder 

Demnach bleibt der absolote Betrag von y^ im ganzen Gebiete ®i unter einer 
endlichen Größe. 

Wir wiederholen die bisherige Rechnung, indem wir mit 

w^, = <^, = e«»'a:^«*2(-) 

beginnen und x auf das Gebiet ®2 

|a:|>Ä, 0<arga;<27i 

beschränken. Der Integrationsweg / bestehe jetzt aus einer Geraden, welche 
längs der negativen reellen Achse aus dem Unendlichen kommt und im 
Punkte — |x| endigt, und aus einem die Punkte — |a:| und x verbindenden 
Kreisbogen vom Mittelpunkt und vom Zentriwinkel <7i. 
Wir haben jetzt 

^u(^)=q3(-), 
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M,+, c-««' X-" = *, (^) e-"' x-" f ^' a;"-"-» F, {x) p, (-) rfx 

Im Gebiete 6)2 ist 



Aki^'+v (.=0,1,2,.-.) 



wo Q deu früher angegebenen Wert hat. Die in @2 konvergente Reihe 

^2 = J w^ 

Stellt ein zweites Integral der Differentialgleichong (A) dar. 
Wenn man 

setzt, so ist im ganzen Gebiete @2 

% 3. 

Wir haben bisher unter Zugrundelegung einer festen Zahl n zwei 
Integrale i?i,ij2 der Differentialgleichung (A) gefunden, welche die Dar- 
stellung 

zulassen, wo j^^il im Gebiete @i 

(.r|>Ä, — :7r<arg:i'<7r, 
l/al im Gebiete ®2 

\^\>^i 0<argx<27i 

unter einer endlichen GröDe bleibt. 

Geht X längs der positiven reellen Achse (arg o; = 0) ins Unendliche, 
so ist 
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lim J7i^-''''a;~^» = l. 

Um zu zeigen, daß rji das einzige Integral von (A) mit dieser Eigenschaft 
ist, nehmen wir an, es sei 

y = c,ri^-\'C2ri2, limye-"»'a;-^» = l, 
wenn x mit dem Argument ins Unendliche geht. Der Ausdruck 

kann, da ß reell positiv ist, nur dann den Grenzwert 1 haben, wenn Ci=l, 
C2 = 0, also 2/ = »?, ist. 

Ebenso zeigt man, daß r]^ das einzige Integral von (A) ist, welches 
die Eigenschaft 

lim i72e~"''a:'"^'=l 

besitzt, wenn x längs der negativen reellen Achse (arg .r = 7i) ins Unend- 
liche geht. 

Daraus folgt, daß man stets dieselben Funktionen 7/1 , ri^ erhält, welches 
auch die bei ihrer Bildung benutzte Zahl n ist. Ist also n eine beliebige 
ganze positive Zahl und setzt man 

SO bleibt l;",! im Gebiete @), endlich. 

Dafür können wir sagen : in der Nähe der UnbestimmtheitssleUe :r = 3c 
wird das Integral tj^ für — 7i<arga;<7i durch die Reihe S^, das Integral 
Tli für 0<arga:<27i dia^ch die Reihe Sj asymptotisch dargestellt. 

Wir setzen die zunächst für — ^<arg.T<7i definierte Funktion tji 
sowohl in das Gebiet 



als auch in das Gebiet 



<^^3 n ^ 






fort, wo 

ist; wir zeigen, daß die durch die Gleichung 



o<(y<J 
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definierte Fonktion yi ihrem absoluten Betrage nach im ganzen Gebiete 

N>Ä, -^- + <y<argx<^-«y 

unter einer (von d abhängigen) endlichen 6rö£e bleibt. 
Es genügt, den Beweis für das Gebiet 

n<, arga;<-^ — rf 

zu führen, welches das Gebiet 

— 71 < arg o; < — ^ — rf 

Überdeckt. In diesem Gebiete haben wir das Fundamentalsystem 

worin bei der Fixierung von sf* 

7i<arga:<-2- — cf 

angenommen wird. Die Funktion 

yi für 71 <C arg j: <[ ^ — J 

stimmt mit der Funktion 

^1 für — 71 <C arg a^ < — ^ — ^ 

Oberein; ^2 ist die frühere Funktion ^2« 

Es besteht, wenn rji die in das Gebiet 

7i<Carga;<C-7^ —cf 

fortgesetzte, in § 2 eingeführte Funktion bedeutet, eine Relation 

Lä£t man x mit dem Argument n ins Unendliche gehen, so ist 
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lim ??ie"""''x"^' = 1, lim ^, e'^'^'x"^' = 1, 
lim ^2 ^"*'" ^"^^ = lini ^2 ^""*' x'^^e^'sf = 0, 

also C| = l Qnd demnach 

^1=^1 + ^2%. 
Wir haben daher 

yi = ri + ^2e^'^y2; 



|yj bleibt für 



|Är|>Ä, n <Z arg X < -y — <^ 



unter einer (von cf abhängigen) endlichen Größe, zu deren Berechnung freilich 
die Konstante c, bekannt sein müßte. 
Die ursprünglich fUr 

0<argx<27r 
dargestellte Funktion 772 denken wir uns in das größere Gebiet 

fortgesetzt; der absolate Betrag der durch die Gleichung 

definierten Funktion ^2 bleibt auch in diesem größeren Gebiete, wenn nur 
wie immer |a;|>Ä ist, unter einer endlichen Größe. 

§4. 

In § 2 wurde die asymptotische Darstellung des Integrals 77, durch 
die Reihe S^ nur für das Gebiet 

bewiesen und erst in § 3 nachträglich auf das Gebiet 
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ausgedehnt. 

Jetzt betrachten wir von vornherein das Gebiet 



(das Gebiet 



0< argx<*-^ — (V 
> arg .r > — ^ + ()' 



läßt sich ebenso behandeln). Unter @ verstehen wir das Gebiet 

|.r|>7^ für 0<arg.r<7i, 
at(.r)<-7f fUr 7i<arga<:^.5^-c)\ 

Nach jedem Pankte x des Gebietes @ führen wir einen Integrations- 
weg /, welcher ganz in ® verläuft. Wir wählen den. in § 2 beschriebenen 
Weg /, wenn .r oberhalb der reellen Achse liegt. Wenn jedoch 

ist, so besteht der Weg / aus der Geraden /', welche 
längs der positiven reellen Achse ans dem Unend- 
lichen kommt und im Punkte ^ endigt, aus dem Halb- 
kreis /" oberhalb der reellen Achse, welcher die 
Punkte + 1 und ~ ^ verbindet, und aus der Verbin- 
dungsgeraden /'" der Punkte — | und .r = — | — f/y. 
(Fig. 2.) 

Es ist jetzt 




Figur 2. 



/ !f"-^^ "" ./ r"+'^ "" (n + 1) J«-^! ' 

J iüW+2 J tn+2 ~" tn + 11 

in ' {) ' 

n 



cütg IS 



-c)' 
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also 

1 3t > 

/ - / j/ ^ ^ n -r 1 2 

Im Gebiete @ ist düd aber f^\x\%m i. also 

1 .3t_.*^ 

Ist X der Endpunkt ond r ein beliebiger Punkt des jetzigen Weges 
/. so ist 

|'/!>c>|j-| sinrt. 

arg^<:-^-'^ 
Wenn wie oben 

gesetzt wird, so ist 

Im Falle o'I>0 ist auf dem ganzen Wege / 

and, da 
int, auch 



!(/;:<//, //= 



(sin dY 



Im Falle a' < zerlegen wir den Weg / in die beiden Teile /, und 
k^ die durch die Bedingung r>>^|x| bzw. h-|^^|.r| charakterisiert sind, 
wo s reell und größer als 1 ist Auf /^ ist 



n 1 

•) Für (J = ^ hat man wie in § 2 K = + n . 

L n '\' \ 
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|(J)"°|<.>'iei<"'i(^-0, 
also 

Auf k ist wie in § 2 

ferner 

ia)"'L<(jr'e-'("-»), 

folglich 

i^i<4|zi),-.(.-;).,„.., 

V«'(i-i)/ 

Wenn man s so bestimmt, daß //j = //j = // wird, so ergibt sich 

lv.i<//, //=.-■ (¥-)(i+J^J'.-) 

Übrigens kann man die beiden für o>() und für a' < gefundenen 
Werte von H durch den größeren Wert 



oder 



ersetzen.**) 



^ [ sind \^^ ßlieJj^ 



•) Für d='^ wird im Falle o'>0 
im Falle o' < 




*•) Hieraus erhält man für <J = ? den in § 2 angegebenen Wert. 






5* 
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Wie früher ergibt sich, daß die Reihe 

auch in dem Gebiete 

konvergiert, wenn man die Glieder iiy nach den Formeln von § 2 (nur unter 
Benutzung des jetzigen Weges l) berechnet. Setzt man 

Q = MN(l + Il)K, 

so ist in dem angegebenen Gebiete 



C_Q_y 

I xi, e-"'' x-^' i < 9? --^-^ — . (»'=0, 1, 2, ...) 



Daher ist auch in dem Gebiete 

>R Sn V. ^-^ ^^3/1 to 

' ' = sind' --2- + ''^<*'^&-'".^2 -'^^ 

xDenn man wieder 
setzt, 

Unter derselben Grenze liegt im Gebiete 

' ' =^ sm d ' 2 = ^ — 2 
rfer absolute Betrag der durch die Gleichung 

definierten Funktion /2. 
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§5. 

Der bisherige Integrationsweg l ISßt mannigfache Abänderungen zu, 
von welchen wir bei der Ausdehnung der bisherigen Untersuchung auf 
Differentialgleichungen höherer Ordnung Gebrauch machen. Wir setzen 
dabei stets voraus, daß der Integrationsweg nicht ins Innere des Kreises 
jx; = 7? eindringt. 

Zunächst sei ß wie bisher reell positiv. Wir führen einen Winkel 
(f ein, welcher die Bedingung 

erfüllt. Wenn x dem Gebiete 

\x\>R^ <f<^vgx'<7i 

angehört, so bestehe der Weg l aus der Geraden l\ 
welche mit dem Argument (p aus dem Unendlichen 

kommt und in x|e'^ endigt, und aus dem Kreisbogen 

vom Mittelpunkt und vom Zentriwinkel <;7i, 
welcher die Punkte Ixle'"^ und :c verbindet. (Fig. 3.) 
Gehört x = -'§'- it] dem Gebiete 




Fignir 3. 



Sn 



9i(^)<-Ä, ^<arga;<-.,--J 




Cf 



Figur 4. 



an, so setzt sich der Weg l zusammen aus der mit 
dem Argument (p aus dem Unendlichen kommenden, 
in Se''^ endigenden Geraden /', dem die Punkte |e'^ 
und — § verbindenden Kreisbogen Z" und der Verbin- 
dungsgeraden /'" der Punkte — | und x^-^S — ir]. 
(Fig. 4). 



Ist V ein beliebiger Punkt des in x endigenden Integrationsweges Z, 



80 ist 






K 



In+l» 



wo . K und // durch eine geringfügige Abänderung des in § 4 benutzten 
Verfahrens bestimmt werden. 
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Es sei jetzt ß eine beliebige komplexe Größe. Der Winkel y erfülle 
die Bedingung 



n 




Figur 5. 



dem Sektor 



-arg/?^y<«arg^ + 2. 

Gehört x dem Gebiete 

\x\>R^ y< arg.r< — arg/? + 7i 

an, so wählen wir einen Weg /, welcher aus der 
mit dem Argument </) aus dem Unendlichen kommen- 
den, in \^x\e''^ endigenden Geraden /' und dem die 
Punkte [.rje*^ und x verbindenden Kreisbogen r zu- 
sammengesetzt ist (Fig. 5). Gehört 

x = -(ß-\'iri)e-''^'^^ 

3ff 



arg/? + 7i<arg.r<-arg/i + -2 -rf 



an und ist außerdem I^Ä, so bestehe der Weg / aus der mit dem Ar- 
gument cp aus dem Unendlichen kommenden, in |e*«' endigenden Geraden /', 
dem die Punkte ^e'^f und — l^-'*'^»'^ verbindenden Kreisbogen V und der 
Verbindungsgeraden /'" der Punkte —f^-'"»^ und x (vergl. Figur 6 mit 
y' = -arg/^ + 7?). 

Der jetzige Fall kann durch die Substitution x^^x'e'"^^ auf den 
früheren zurückgeführt werden. 

Wir können auch, wenn der Winkel cp' der Bedingung 

9^ < y ' ^ — arg ß + n 
genügt, wenn ferner 

^ = (l + «i?)e'>' 
dem Sektor 

y'<arga;<y/ + J-rf 

angehört und außerdem S>R ist, den zuletzt be- 
schriebenen Weg / so abändern, daß der Kreisbogen 
/" in fe'>' endigt und die Gerade /'" die Punkte' / 
^e'**' und X verbindet (Fig. 6). Fi^ur«. 
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Aach jetzt gelten Ungleichangen von der Fonn 



L,< 



K 



Rp-M l^l<^. 



In § 2 und § 4 hätte man an Stelle des dortigen Weges auch einen 
Weg / von folgender BeschaflFenheit wählen können. 
Wenn x dem Gebiete 



!:r[>i?, 0< arg.r^ 



.n 



angehört, so ist / die mit dem Anfangsargument aus dem Unendlichen nach 
X laufende Gerade. Ist 



n 



r 



Figur 



so besteht / aus der Geraden l\ welche parallel der 
positiven reellen Achse aus dem Unendlichen kommt 
und in i\x\ endigt, und aus dem Kreisbogen V vom 
Mittelpunkt 0, welcher die Punkte i\x\ und x ver- 
bindet (Fig. 7). Gehört .r= — f— z?y dem Gebiete 
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an, so setzt sich / zusammen aus der parallel der 
positiven reellen Achse aus dem Unendlichen kommen- 
den Geraden V mit dem Endpunkt /|, dem die Punkte 
il und —I verbindenden Viertelkreis V und der Ver- 
bindungsgeraden /'" der Punkte — ^ und a; = — | — e// 
(Fig. 8). 



xX 



X' 



Figur 8. 



Ist X der Endpunkt und v ein beliebiger Punkt des Weges /, so ist 



K 



^x<r-pn l^l<^; 



dorch Abänderung des in § 2 und § 4 benatzten Verfahrens ergibt sich 

3w 



-<J 



^= - 



sin"''"M 



nnd im Falle a'>0 
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//=' 



(^-f-'O 



(sind)«'' ' 
im Falle o'<0 

Wir können in diesen Ausdrücken ()' = ^ setzen, wenn 0<; arg .r<7i bleibt. 

Der zuletzt beschriebene Integrationsweg kann zunächst dadurch ab- 
geändert werden, daß man den geradlinigen Teil /' nicht parallel zur reellen 
Achse, sondern unter dem Winkel (f gegen diese Achse geneigt annimmt, 
wo 0<7^ <;~ ist. 

Wir beschreiben den abgeänderten Weg sogleich für den Fall, daß 
(i eine beliebige komplexe Größe ist. Wir führen einen Winkel (p ein, 
welcher die Bedingung 

- arg/9<7^ < - arg/i + .^ 
Gehört .r dem Gebiete 




erfüllt. 



x 



B. 



(f<Z^rgx<C^ + (p 



an, so ist der Weg / eine mit dem Anfangs- 
argument (f aus dem Unendlichen kommende, in 
X endigende Gerade. Ist 

so besteht / aus der Geraden /', welche parallel der Geraden £Lrgx==(p aus 
dem Unendlichen kommt und in i\x e'"^ endigt, und aus dem Kreisbogen /", 
welcher die Punkte i\x\ e'^ und x verbindet (Fig. 9). 

Wenn a;= — (H-i;?)^"*"«;/? jem Sektor 

— arg/3 + 7r< arga;< — arg/?+ 9 —^ 

angehört und überdies |> Ä ist, so besteht / aus der 
Geraden /', welche parallel mit der Geraden arg.r 
= 9? aus dem Unendlichen kommt und in z§e'^ 
endigt, dem die Punkte i^e'''^ und -^>-"^^»'' ver- 
bindenden Kreisbogen V und der die Punkte 
— f e~*"^^ und X verbindenden Geraden /'" 
(Fig- 10). 




Figur 10. 
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Der zuletzt beschriebene Integratiousweg lä£t eine ähnliche Ab- 
änderung zu wie die in Fig. 6 dargestellte. 
Wir können auch jetzt setzen: 



K 



wo A', H endliche positive Größen sind. 



§6. 
Wir wenden uns nun zu der Differentialgleichung ?«-ter Ordnung 

deren Koeffizienten 

(1=1,... iw) 



^=''.+:'+ii+ 



in der Umgebung von x—oc regulär sind. Wenn die charakteristische 
Gleichung 

m vei'schiedene Wurzeln «!,...«„ hat, so wird die Differentialgleichung durch 
die m TVioweschen Normalreihen 

befriedigt. 

Die m Funktionen 



(/ = !,... in) 



(1=1, ...m) 



wo n eine der Zahlen 0,1,2,... ist, genügen der Di£ferentialgleichang 



A(y)=(-i)' 



2/j 9'i. ••• 9" 



I y 1 Vi 1 "' fm 



<Pii 



vi 
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Es ist 



and 



A iy) = A (2/) -D{y)^ x—' %y^'"-'^ + ••. +x— ^ ^« y 



A (</.,) = «""^*'—'q.(i), 



(/=l,...i»i) 



WO 5ß, nnd q. Potenzreihen von - sind. 

Sind .^,,...J„ die Unterdeterminanten der letzten Zeile der Deter- 
minante 



J = 



Vi, 



V» 



Vi > ••• Tm 



SO ist 



j=e-'-'..-<V.(i), 



(1 = 1.... m) 



WO Pf in der Umgebung von .x' = x regulär ist. 

Durch sukzessive Integration der Differentialgleichungen 

wo u^^ eine der Funktionen (Pi,...y« ist, erhält man 



(r=n,I,2,..) 



A0^.0 = i;A(<^0/A0Ofrf^; 



die noch passend zu wählenden Integrationswege li^...L kommen aus dem 
Unendlichen und endigen in x. Die positive Größe R wählen wir so, daß 
sich die Koeffizienten P^ im Gebiete |^|>Ä regulär verhalten und daß 
dieses Gebiet keine Nullstelle der Determinante J enthält. 

Die weitere Untersuchung führen wir für die Differentialgleichung 
dritter Ordnung 



^=".+^+' 



(*=!,«, J) 
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durch, welche, wenn die Wurzeln «i, «2? ^fj der charakteristischen Gleichung 

«^ + «i fif^ + ^2 a + aj = 

verschieden sind, durch drei Normalreihen S, (z = 1, 2, 3) befriedigt wird. Je 
nachdem die Punkte a^^a^^a^ auf einer Geraden liegen oder nicht, gestaltet 
sich die weitere Untersuchung verschieden. Wir behandeln den ersten Fall 
in § 7 und den zweiten in § 8, 

§7. ■ 

Wenn die Größen «i, «2» ^3 auf einer Geraden liegen, so können wir an- 
nehmen, daß die Differenzen a^ — «i und a^ — a^ reelle positive Gi^öfien sind 
Wir setzen zunächst 

und benutzen die Formeln 

{■SS l ^X'*^ ^X ^ 

da «2 — «1 und «3 — «i positiv sind, wählen wir das Gebiet der Veränder- 
lichen X und den Integrationsweg 1^ = 1^ = 1^ ebenso wie in § 4 und § 2. Die 
Reihe 

TJl = J U, 

Stellt ein Integral der Differentialgleichung (B) dar, welches sich auf die 
Form 

bringen läßt; im Gebiete @i 
ist 



l'-'l^'^öl^^Csär)'; 
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dabei ist für \x\'^R 

m<% |P.|<3/, h\^N, 
ferner ist 

Q = i¥.V(l + ^, + //3)A; 

wo K wie in § 4 gebildet ist und H2 und H^ ans der in § 4 (und § 2) mit 
H bezeichneten Größe dadurch hervorgehen, dafi man ß^o durch ct^—a^ 
P2""Pi bzw. «3 — «1, (>3 — Pi ersetzt. 

Wenn man u^^^ip^ setzt und den geradlinigen Teil des Integrations- 
weges /, = /2 = ^3 längs der negativen reellen Achse aus dem Unendlichen 
kommen läßt, so erhält man ein Integral 173, welches die Darstellung 

gestattet, wo \y^\ im Gebiete ©3 

endlich bleibt. 

Das für Differentialgleichungen zweiter Ordnung benutzte Verfahren 
läßt sich nicht unverändert anwenden, wenn man mit ?^u=^2 beginnt. Jetzt ist 



+ q.Qy>.(^)PsC) 



1 \ dx 



wo ofj - «1 und «3 — «2 positiv sind. 

Wir beschränken die Veränderliche x auf das Gebiet 

\x\> 7? für 0<arg:c< n, 

^{x)> R , 0>arg.r^-. ^ +c)\ 

9t(^)^-Ä ^ 7T<argx< ^-c)\ 
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.71 



WO 0<:<^<2 '**» ^"^ wählen Integrationswege ly^ 4» 4 von der in § 2 und 
§ 4 beschriebenen Art, welche ganz in diesem Gebiete verlaufen; wir lassen 
/i längs der negativen, 4 längs der positiven reellen Achse aus dem Un- 
endlichen koidmen und 4 entweder mit 4 oder mit k zusammenfallen. Es 
ist aber jetzt nicht möglich, die drei Wege /,, 4, 4 übereinstimmend an- 
zunehmen. 

Wir wählen K wie in § 4; H^^ und Ih gehen aus der dortigen Größe 
/f hervor, wenn man /?, a durch »2 — «!? Pi — ^^a bzw. ^3 — «2, p3 — p^ ersetzt. 
Dann ist im oben angegebenen Gebiete 



\PM\<..Kw^J^ 



wo 



ist; denn aus der obigen Formel für h\j^^ (x) folgt jetzt 

Die Formel für ^^y^_l6?"'"•'a:~^•, welche aus der angeschriebenen für F^h-i (^) 
hervorgeht, wenn man cj.(-) durch *,(-) ersetzt, ergibt 

Demnach ist die Reihe 

l?2 = -f Ur 

im obigen Gebiete konvergent, falls man R so groß wählt, daß -~^ <; 1 ist. 
Wir ersetzen das bisherige Gebiet durch das engere Gebiet ©2 

- J + (^<argx<-"-<y. 
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Setzt man 



so ist in @2 



,?, = e»"x"(*,+ ^.), 






Beschränken wir die Veränderliehe x auf das Gehiet 
\x\> R fUr 7i<arg:r<27r, 

9t(:c)> R ^ 27i<arga:<^-(J 

und wählen wir die Wege /i, /j, /a wie früher, aber mit der Maßgabe, dafi 
sie ganz im jetzigen Gebiete verlaufen, so erhalten wir ein Integral ^29 
welches in diesem Gebiete durch eine konvergente Reihe dargestellt wird. 
Wir führen wieder das engere Gebiet ®2 

| + J<arga:<~-J 



ein, in welchem 






N- ^^ 



ist. 

Um zu zeigen, daß 172 das einzige Integral der Differentialgleichung (B) 
ist, welches die Bedingung 

lim /ja^''"'*^'"^*^! 

erfüllt, wenn x mit 0<arga:<7i ins Unendliche geht, nehmen wir an, es 
sei für 0<argA<7i 

lim (cii?i + C2ij2 + C3^j)^"'*'''^'~^'=l 
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oder 

lim [c,^-ca.-«.)x^^-ce,-eo(0^+ _^;_) + e,(*,+ ^) 

Setzt man arg»i* = bzw. =7?, so ergibt sich c, = und C3 = 0; wegen 
lim <^2 = 1 muii e2=sl sein. Demnach erhält man stets dasselbe Integral 7729 
welche Zahl n man auch bei der Bildung zugrunde legt; d. h. es gilt für 
^<arga-<-^'^ die asymptotische Gleichung ri2<^ S^. 

So beweist man die in der Nähe der Unbestimmtheitsstelle x = oc gültigen 
asymptotischen Gleichungen 

ri.f^S, für --9-<arg.r<-^, 



rj 



n ^ ^ fin 



^^2 „ - ^ <arg.r< ^, 



TT ^ ^ OTT 



V2^ 02 „ ^- < arg a< -— , 



§ 8. 

Wenn a^, «2, «3 nicht auf einer Geraden liegen, so können wir annehmen, 
daß die Gerade a^ cfj der imaginären Achse parallel und nach oben gerichtet 
ist und daß «3 rechts von dieser Geraden liegt. Die Winkel des Dreiecks 
a^a-^ay werden mit ^,,6^2,^3 bezeichnet. 

Wir setzen zunächst 

und wenden die Formel an: 

Fr.^ Qc) = q. O f X— ^ h\ (X) ^). (^ ) dx 
'1 

+ «(«.-«') 'a'f-*'i-jj(-) / e-""-'"".r-f?'-<"'-''-'i';(.r)p2(i) dx 
4- e^"«-"'" *•?•-" q3(-) y €-(«>-«.)' x-<?.-?')—* f; (x)p3(-) </ar; 
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aus dem Ausdruck für Fy^^(x) geht der Ausdruck für u^^^e^^^'^'x''^' hervor, 
indem man q/ ) durch *<(-) ersetzt. Wir benutzen jetzt Integrations- 
wege von der in § 5 beschriebenen Art, und zwar muii das Argument am 
Anfang von k gleich — arg(a2 — «i) (oder um weniger als ~ davon ver- 
schieden), das Anfangsargument von h gleich — arg(a3--a,) (oder um 
weniger als ~ davon verschieden) sein. Die Veränderliche x muß den 
beiden Bedingungen 

- '-2---arg(a2--«,) + ry<arga:<-|^-arg(a2--a,)-(y, 

- -^- arg («3- «i) + ^)^ < arga;<^ - arg(of3 - «,) ^d\ 



wo 0<id* 



n 
2 



ist, zugleich genügen. 



Je nachdem wir 



n 



n 




arg(of2~a0^2' »^S («3 - «i) = g " ^» 
oder 



37r 



n 



arg(«2-«i)=~-2-, arg(a3-of,)s=2-^i 

setzen, erhalten wir den Sektor 

- 2 71 + I?, + (T < arg.T<: 71 - (T 
oder den Sektor 

()< arg:r<7i + .^, — rf. 

Wir beschränken, indem wir zunächst den 
ersten Sektor behandeln, x auf das Gebiet (Fig. 1 1) 

Ä für ~^^-+.^, <arga:< J, 



R 



9l(za:e'^0>-^ « 



3« 



2 71 + t^ , + (J < arg a; < - ^ + 19, , 
? <arg.T <7i — (J. 



Am Anfange des Weges k haben wir das Argument — ^ , am Anfange 



n 



des Weges 4 das Argument — ^ + *^» 5 ^^'' letzte geradlinige Teil /"' eines jeden 
Integrationsweges beginnt mit arg a; = ^ + ^i bzw. mit arg j! = — + i^j ; 
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deu Weg l^ lassen wir mit 4 oder mit 4 zusammenfallen. Die so gebildete 
Reihe 

ist in dem angegebenen Gebiete konvergent, wenn nur ^-^ < 1 ist; *) Q ist 
ähnlich gebildet wie im vorangehenden Paragraphen. Wir können schreiben: 



n,=.e^^':^\4>,+ ^-), 



wo l^il im Gebiete @, 

- 27r + t^, + ^<arg.r<7i - d 

unter einer endlichen Größe bleibt. 

Indem wir jetzt den zweiten der obigen 
Sektoren betrachten, beschränken wir uns auf 
das Gebiet (Fig. 12) 




Figur 12. 



.n 



\x\ > ÄfUr J <arg.r<2' + ^„ 
9l(i^) <-Ä « J <arg.r<2, 

JHO\re»^0^-Ä r, J+«^i<arga;<7i + d,-rf. 

Um Integrationswege zu erhalten, welche ganz in diesem Gebiete 
verlaufen, wählen wir Wege von der am Ende von § 5 beschriebenen 
Art, d. h. Wege, deren geradliniger Teil /' verlängert nicht durch den Null- 
punkt geht. Der geradlinige Teil /' des Weges k kommt parallel der 
Geraden Bxgx^n + d^ — d^ der geradlinige Teil von k parallel der Geraden 
2Lrgx = (i aus dem Unendlichen; der etwaige geradlinige Teil /'" von 4 

beginnt bei arg.T = ^ und der etwaige geradlinige Teil /'" von 4 l>ei 9LVgx 
= . + ^1. Der Weg 4 fällt entweder mit 4 oder mit 4 zusammen. Wir 

müssen zunächst S<Z&^ annehmen, damit am Anfange des aus dem Unend- 
lichen kommenden Weges 4 oder 4 die zu integrierende Funktion ver- 

*) Vergl. 1^2 in § 7. 
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schwindet Hier lassen sieh die Integrationswege also, wenn &^ spitz ist, 
nicht so wählen, daß sie ganz in dem Sektor .7<^i< 9+^1 verlaufen, 
welcher dem Wert ^ = ^ entspricht. Wir erhalten jetzt ein Integral 

wo l/J, wenn R hinreichend groß angenommen wird, im Gebiete ©^ 

unter einer endlichen Größe liegt. 

Wenn wir mit ?<o=y2 beginnen, so erhalten wir je nach Wahl der 
Integrationswege zwei Integrale 

WO \y2\ im Gebiete ©2 ' 

W^8i?rf' -7i + <y<:arg.r<2.^-^^2-J, 
1^:^! im Gebiete ©2 

|.r|> .^^, -.7-;?2<arga<0 
' ' sind' — ° — 

endlich bleibt; mit ?/„ = y3 ergeben sich zwei Integrale 

wo \yj\ im Gebiete ©3 

M>,r^rf-. -27i-^2 + J<arg.r<.^,-cF, 



\y^\ im Gebiete ©3 

sind 



x\> ., — 7!+ *A — <)'<argu;<:n — 1^2 — «J 
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endlich ist; in allen Fällen muß R hinreichend groii genommen werden, 

da die Reihenkonvergenz eine Bedingung von der Form R^yQ erfordert 
Um zu zeigen, daii ij^ das einzige Integral ist, für welches 

ist, wenn x mit 0<Carg.r<:^ + ^i ins Unendliche geht, nehmen wir an, 
es sei fUr alle angegebenen Argumente 

lim (ci iji + Ci 7j2 + Ci ?/3) = 1 
oder 

lim [c, ( *, + -ü;:,,) + ^2 ^^"'~''^' .^•^"'' ( ^^2 + J: 1 ) 

Für arg:r = 7r + -^^ hat («2— ß^i)^ das Argument \^ + y, so daß 

also C2 = ist: für arg .r = Trist das Argument von («3 — «i).r gleich -s--f «^n 

also 

lim ^(«'-«»>' .r?»"^» = c» 

und C2 = 0; wegen lim0i = l ist Ci = l. Daraus folgt, daß die Funktion 
^1 von 71 unabhängig ist. 

Dasselbe beweist man für die fünf anderen Integrale. 

Damit sind die folgenden asymptotischen Gleichungen beiciesen: 

?/,'-^*Si fUr — 271 + ^1 <:argx<: tt^ 

rji^S^ „ <arg.r< n + *%, 

Vi'^'^i r, — 71 <argx<2 7i-t92. 

Tj2f^ S-i ^ — 71 — ;?2<arg»^*< 0, 

Vi^^i « — 2 77 — 1?2< arga:<: «9^^, 

Vi^^z „ - 7?4-i?i<arga:< 77-i9,, 

§9- 
Indem wir uns jetzt zu einer Diflferentialgleichung mit der Un- 
bestimmtheitsstelle X = 00 x^om Range k+\ wenden, beschränken wir uns 
der Einfachheit halber auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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(C) Z)(t,) + g + x*P.^+^»P,y = 0, 

wo 

X X 

in der Umgebung von a; = oo regulär ist. Die Differentialgleichung (C) 
wird, wenn die Gleichung 

«^ + «1 a + (12 = 

zwei verschiedene Wurzeln «j, a^ hat, durch die 77i07?i<?' sehen Normalreihen 

^ X X ^ 

befriedigt, worin 

^.(a?) = cr.--_ + of,.i-^+... + a.ta; 0=1,2) 

eine ganze Funktion (/:4-l)-ten Grades von x ist. Wir können wieder 
/9 = «2 — ofi als reell und positiv voraussetzen. 
Die Funktionen 

(p, = e^.<').r?/ *,(!), 0,. = i + ^^ + ... + -j;'» (,=1,,) 

genügen der Differentialgleichung 

Es ist 

wo $, als Potenzreihe von - darstellbar ist. 

^* X 

Wenn man 
setzt, so schreibt sich die Differentialgleichung (C) 

A(i/) = A(y). 

Wir haben jetzt 



z/ = 



y 1,9)2 
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WO * eine ganze rationale Funktion von - ist, 

^ = e-^iC) ^.-e-* p.(^), o==i,2) 

wo ^i in der Umgebung von x = cx3 regulär ist. Setzt man 

80 ist auch q, in der Umgebung von x^oc regulär. 

Wir fuhren die positive Größe R so ein, daß für \x\>R nicht nur 
P, und Pj regulär sind, sondern auch * von Null verschieden ist; dann 
sind auch p,, q, für \x >R regulär. 

Indem wir t^) gleich (p^ oder (/?2 setzen, berechnen wir Wj, ?^2} ••• ver 
mittels der Rekursionsformel 

wo / ein noch passend zu wählender Integrationsweg ist, welcher aus dem 
Unendlichen kommt und in x endigt; wie früher ist 



A0^4i)= 1; A {9>d/M^r)^dx. 



§10. 
Wir beginnen mit w,, = yi. Wir setzen 

/i = fr2-cf,, /:?, = cf2i-a,,, ... /?* = «2i-r)f,^, 

a = p2-pi; 
/^ ist nach der oben gemachten Annahme positiv. Setzt man 

Dj (u^) =>i^'> a;?i+ -'•-2 /; (.r), (k=o. 1,2,...) 

so ist 
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und 

ferner ist 

Den Integrationsweg / wählen wir folgendermaiien. 
Wir setzen 

v'^'^x^-^' + w 

und verstehen unter 1=1^^^ (p = 0^ 1, ... k) den Weg, welchen v durchlänfti 
wenn 

roit dem der Bedingung 

2p7l<Z(p<Z2p7l + ^ (pgauze Zahl) 

genügenden festen Argument (p aus dem Unendlichen nach geht; dabei 
ist von den ^+ 1 Werten von 

*+l 

derjenige zu nehmen, welcher für w = in 

x = (} e'^ 

übergeht. 

Im Falle ^ = ist v = .i-f ir, so daii / die aus dem Unendlichen mit 
dem Anfangsargument (p nach x laufende Gerade ht 

Die Gleichung 

geht, wenn man 

v = i/e'^' 

setzt, durch Multiplikation mit e~'^ in 
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über; durch Trennung der reellen und imaginären Glieder erhält man die 
beiden Gleichungen 

p'*+^ cos ((A + 1) .^' - y) = p*-^^ cos {(Je + 1) ^ - (p) + r, 
p'*+^ sin ((^ + 1) ir - y) = p*+^ sin ((Ä: + 1) ^^ - y). 

Beschränkt man o: auf den Sektor 






so liegt der Winkel (Jc+l)& — (p zwischen und ti, hat also einen positiven 
Sinus und die Gleichung 



'•=oii 



sin((A+l)^ — <3P) 



sin((A+ l)y — y) 
Stellt, wenn &* auf das Intervall 






beschränkt und der positive Wert der Wurzel genommen wird, eine in dem- 
selben Sektor verlaufende Linie L dar,*) welche die Punkte 



und 



•'•=rT-T "■=- 






verbindet, durch den Punkt x=Qe'^ geht und bei 

9' - _ ^_ 4. ^ 

den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 



(> j/sin ((A +!);> — r/)) 



*) Die k übrigen Zweige, welche in den Sektoren 
verlaufen, kommen hier nicht in Betracht. 
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von außen berührt. Im Falle i' = ist die Linie L eine Gerade, im Falle 
k=\ ein Ast einer gleichseitigen Hyperbel. Der Integrationsweg / ist 

derjenige Teil der Kurve Z, welcher mit dem Argument r^y aus dem Un- 
endlichen kommt und in x endigt. 

Um diejenige Kurve L zu erhalten, welche den um den Nullpunkt 
mit dem Radius R beschriebenen Kreis in dem Punkte mit dem Argument 



<r 



+ 



berührt, setzen wir 



Die eine Hälfte dieser Kurve ist dargestellt durch 



l/sin((A+l)tr-(,) 



wir bezeichnen mit ©^ den von dieser Hälfte und dem Kreisbogen 
abgegrenzten, ins Unendliche reichenden Teil des Sektors 



+ 



n 



@,^ ist also durch die folgenden Bedingungen definiert: 

?.5 ,.>Äffl,^.»_<,y<:^^^+-^l_j_^, 




(' 



'"'" k-\- i + 'ic/i + i) 



_R 

]/8in((^+l)\r-f,) 
n 



n 



<'^'<Ä-^ !+/;+,• 



Figur 13. 



Dann verläuft jeder nach einem Punkt x von ©^ 
gehende Weg / ganz im Gebiete %^. (Fig. 13 
für /:=1.) 

Wir beschränken y auf das Intervall 

2p7l'<,(p'^2p71+ — 



(P = 0, 1 i), 
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WO 

0<J<71 

ist; wir unterwerfen überdies die Größe 

w = (A:+l),^-(p 
der Bedingung 

o<w<:7i-,^. 

Dann ist bei festgehaltenem (p 

Läßt man (p zwischen den oben angegebenen Grenzen variieren, so bewegt 
sich .r in dem Sektor 



Ipn 



iV< 



2p^ + ^ — o 



k+l 



Wir trennen von dem Gebiete @^ den in dem Sektor 



^-9 



<^^'<_Jf_^ + 



enthaltenen Teil ab; das übrig bleibende Gebiet 



n 



*'>fi«rj4j<S'-<^^2(,+ l), 



R 



n ; 



r:i-*+i 



]/sin((^+l)>' — ?>) 
bezeichnen wir mit @y (Fig. 13). 

Die sämtlichen Gebiete @y, welche zu 
Werten von ip zwischen den oben angegebenen 
Grenzen gehören, füllen das folgende Gebiet 
aus, welches wir mit @ bezeichnen (Fig. 14 
für k=\, p = 0): 



«■'lii+nAD-^^'S^-i+i + i 



;Ä«r|t=<a'<: 



R 



(2p + l)n-" 




/•+1 



Figur 14. 



:^_= für 



ainl ri- J- ^^.H' 

2 ' 2 
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(.2p + l)n- 



:^'< 



{2p+ly-ö 



-= ^+1 
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§ 11. 

Zur Berechunog von 

^'~J »- + » 
setzen wir 

= [p*-^* cos (A + 1) ^ + r cos if\ + i [p*+' sin {k + 1) 6^ + r sin y] , 
|„|n*+o = ,.» + 2(»*+' r cos £ü + p''*^'\ 
wo <y = (/; + 1) Ä^ — 9) ist, und 



es ist also 

('•' + 2(»* +» ;• cos w + ^' ^*+^On*+r) 



1.=^^- ''^ '^'' 



wo der positive Wert der im Nenner erseheinenden Potenz zu nehmen ist, 
oder 

u (w^ + 2ttcosa) + 1)2(»+T) 
Wenn w wie oben auf das Intervall 

beschränkt wird, ist 

M^ + 2 1^ cos w 4- 1 > w^ — 2w cos o + 1 j 



also 



.. v^^ 1 / du 

^"+-\./ (u2-2ucos,^+ 1)2(^:1-) 



oder 



i cos i, + IJUt+t) 




1 


- d* 


^ ^ y+l 

(A+l)(^sin2J*+i 




/■(«>) <A', 
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WO A' eine eudliche positive Grolle darstellt Demnach ist im ganzen Gebiete @ 

T ^ K 









'--=|^|»+i- 


Im Falle k-- 


= ist 






/•(a,)=- 
sin 


1 
2 _ 


COtgj- 


dt 


(<'-hl)""^' 








^ 1 




^-sin-.^ 








71—- 

8in-+' ^ 



dt ^-"2 



, .V 8in»+» -^ 

• cotg j 2 

so daß 



gesetzt werden kann. 

Wir suchen eine Größe, unter welcher die Funktion 

-ü) = e^' ^*^ " * ^'^ + «'(log X - log p) 

bleibt, wenn o: ein beliebiger Punkt des Gebietes & und r ein beliebiger 
Punkt eines in x endigenden Weges / ist. Führt man an Steile von v die 
Veränderliche iv ein, so wird 



y, = e-, w=-/^-2: 



ßw 



,/?.^._,^[(l+^)ön-l] 



A + 1 j=i A 



Der reelle Teil von — r^/j ist 



ßr ^ ßr . d 

Die Funktion 

welche dadnrch eindeutig fixiert ist, dafi für reelle positive z die reellen 
positiven Werte der AasdrUcke 

8* 
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Jr+I t+1 i_ 



gewählt und die Geraden ^^S^^—jrjri — önd argj = j—- — nicht 

überschritten werden, bleibt dem absolaten Betrage nach kleiner als eine 
endliche Größe Mi\ denn der so fixierte Zweig der Funktion fi{z) hat 
in dem Gebiete 

nur die singulären Stellen ^ = und -j = oo mit den endlichen Funktions- 
werten /1(0) = und /;i(^) = l. 
Wenn man 



setzt und beachtet, daß 



*'"e^=x-ii(^^-(^' + i)^) 



zwischen und r-x"^ — bleibt, so erhält man 



K-l) 



I / W \ I 

:.('+ g^)^-' i^„ 



w 



*+! 



oder 



Es ist 



w \ I 1^ 2 r 



2r <J ^ .„<J 



^ V 1 + ^(»-H)- ^¥1 cos 2 = *^" " ' 



denn ain^^ ^^^ ^^ Minimam der Funktion 

l + «'-2/cos| 
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der Veränderlichen t=rQ~^^-^^\ Ferner ist 

log(l + ^'ii) = logil+i,'^' + .-.rg(l+.^), 

also hat, wenn 

o = a' -\- i a" 

gesetzt wird, der Ausdruck 

den reellen Teil 

9i = -a'Iogjl+^:+a"arg(l + ^). 

Das Argoment — co von ^ liegt zwischen und —(^ — 0); zwischen 
denselben Grenzen liegt aoch das Argament von 1 + -^ , so da£ 

|arg(l+^):^.T-| 

ist. Für \x\>R ist 

d 



log sin 2 < log 1 1 + -ß,-i ; < log(l + ~), 

es ist also im Falle a'^0 

9t<-a'logsin| + |a"|(7i-|), 

im Falle o'^O 

(5> 



3?<|a' log(l+^y+:a"|(.^-|). 



Der bequemeren Schreibweise halber benutzen wir die für beliebiges a 
gültige Ungleichung 

9i<'^l(log(l + ^)-logsin| + 7r-^). 

Der reelle Teil von W ist nicht größer als die Summe aus dem 
reellen Teil des ersten Gliedes, dem reellen Teil (oder dem absoluten Be- 
trage) des letzten Gliedes und den absoluten Beträgen der übrigen Glieder, 
also 



62 Hörn, asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen. 

X 



1^ '■ .5„ ^ I 4- i ^* + '-i ' ^^-1 '■ *+» 



<- /.4-r8inö+2; 



iV''<e* 



A + 1"" 2 ' A=i A 

Demnach ist 

;^l('r-|-logsin|) 

^ - fVi "° 2 + .f. r — + ki^'<' + 7?^)- 

Der letzte Exponentialausdruck, welcher für r = den Wert 1 und für 
r = X) den Wert annimmt, bleibt für alle reellen positiven Werte von r 
unter einer endlichen Größe. Daher ist 

wo // eine endliche positive Größe darstellt. 



§ 12. 

Für \x\>R sei 

also auch 

Wir beschränken x auf das in § 10 eingeführte Gebiet ©^ und ver- 
stehen unter / den durch die Gleichung 

r*+'=a.-*+^ + re'^ (r=x...o) 

definierten, aus dem Unendlichen nach x laufenden Weg; (p sei ein fester 

Winkel zwischen 2p7i und 2j}n + o — 9- 

Dann ist 



\F^(x)^i\PiV{l + Hy 
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Denn, wenn dies richtig ist, so folgt aus der Gleichung 



da 
ist, 






l 



jy+t 



Aus der Formel 

'1\ </» 



folgt 



t 

1\ d^ 



^ ' (»- + 1)! 



Nun ist 






also, wenn man 

MN(l + II)K=Q 

setzt, 

,?VC-'"W.l-<";<««^^ ,— 



Demnach ist die der Differentialgleichung (C) genügende Reihe 



Tjx = Z n^ 
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im Gebiete @^ konvergent. Wenn man 

setzt, 80 ist für alle dem Gebiete ©^ angehörigen Werte von x 

also 

Die Größe Q ist von dem zwischen 2pn und 2p7i + ^ — ^ an- 
genommenen Winkel ^ unabhängig. 

Jedes einzelne der zum Zwecke der Bestimmung von i]^ nach ein- 
ander zu berechnenden Integrale bleibt bei festgehaltenem Wert von x un- 
geändert, wenn man den Winkel y, welcher dem Integrationsweg /zugrunde 
liegt, innerhalb der zulässigen Grenzen ändert. Die Reihe rji ist im ganzen 
Gebiete ® konvergent, und auch die Ungleichung 

lr,:<iRQi(;-^-,(B&)' 

gilt überall in &. 



Der zu 



»• = > "^ 



gehörige Radiusvektor der Begrenzungslinie von % ist 

R 



*V7. f>' 




Das Gebiet 




r"2 


-6 


bildet einen Teil des Gebietes ®. Da der Sektor 





2pn^ (2p-|> + d 
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ebenso behandelt werden kann wie bisher der Sektor 

F^<arg^'< j^, , 

so führen wir das Gebiet ®i = @/''>(p = 0, l,...k) 

l^i>*Ty--^i — rpr — ^a'-&^< — rn — 

ein. 

. Wir haben ein Integral 

der Differentialgleichung (C), welches durch eine im Gebiete ®/^^ konvergente 
Reihe dargestellt wird und sich auf die Form 

bringen läßt, wo 1;^/"^! im Gebiete %[^^ unter einer endlichen Größe bleibt. 

§ 13. 

Wir fuhren eine der bisherigen entsprechende Rechnung aus, indem 
wir mit ?/(, = ^2 beginnen. 

Wir haben jetzt, wenn 

gesetzt wird, 
und 

*/ 

l 

u^^^e"^ ^'^x"^^ geht aus F^^^Qc) dadurch hervor, daß man ^,(-) durch *,(-) 

ersetzt. Unter / verstehen wir den aus dem Unendlichen kommenden, in x 
endenden Weg, welchen v beschreibt, wenn 

1^ -- y* -hl _ ^*+i _- ^^»> 
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mit dem festen Argument y, welches der Bedingung 

2;;7i+ 2<y<2p7i-h--^- (p=(j. 1,..») 

genügt, aus dem Unendlichen nach geht. 

Mit %2^^^ (i^ = 0, 1, . . . , A;) bezeichnen wir das Gebiet 

ysio^ 

Das Integral 

läßt sich auf die Form bringen: 

wo ya^^'^l im Gebiete ®2^^ unter einer endlichen Größe bleibt. 
Wir zeigen, daß die 2 (ä: + 1) Integrale 

Vi 1 '/l 1 • • • VI 7 V2 ? V2 9 • • • V2 

von der Zahl ^^, welche bei ihrer Bildung benutzt wurde, unabhängig sind. 

Es ist 

lim?i/'^^^-'''^'^^:r-e^=l, 

9 p ji 

wenn x mit dem Argument l\-\ ins Unendliche geht. Um zu zeigen, daß 
7//''^ das einzige Integral mit dieser Eigenschaft ist, nehmen wir an, es sei 

7^1 = c, //i^> + C2 /;2^^\ lim?;, e-''^'^ x'^' = 1, 

wenn x mit dem angegebenen Argument ins Unendliche geht. Es ist 

wo y^^^^ y}^'^ bei dem beschriebenen Grenzübergang endlich bleiben. Da 

ß reell positiv und das Argument von .r* + ^ gleich 2})7i ist, so ist 

also muß C2 = und, da lim*i = l ist, Ci = l, d. h. 7/1 = 7/,^^ sein. Demnach 
erhält man dieselbe Funktion ?//''\ wie auch n ursprünglich gewählt war. 
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So ergibt sich der folgende Satz: 

In der Nähe der Unbestimmtheitsstelle o: = oo gilt die asymptotische 
Gleichung 

rji^^f^ Si (p=u,i,...o 

/5r 

und die asymptotische Gleichung 
ßv 

Nunmehr lassen sich die im 23. Bd. der Act. math., S. 171 ff. fUr 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten an- 
gestellten Untersuchungen auf die Differentialgleichung (C) übertragen. 

Der Fall a^^a^ läßt sich (a. a. 0., S. 199 ff.) auf den bisher be- 
handelten Fall «i + c?2 zurückfuhren. 



68 



tJber die Kräfte, die Kegelschnitte als Bahnen 

hervorrufen. 

Von Herrn J, N. Ilazzidakis in Athen. 



Uie von Bertrand*) angeregte Frage ^JJie Kräfte zu bestimmen, welche 
bei beliebiger Anfangslage und Anfangsgesckwindigkeit stets Kegelschnitte als 
Bahnen hervorbringen^'' hat Herr Kypartssos Stephanos im 131. Bande dieses 
Journals behandelt und bewiesen, daß die Richtung einer solchen Kraft durch 
einen festen Punkt gehen oder parallel mit sich selbst bleiben muß. Wenn 
ich hier dieselbe Frage betrachte, so geschieht dies nicht nur, weil meine 
Methode eine viel kürzere und leichtere Lösung der Aufgabe gestattet, 
sondern hauptsächlich, weil aus meiner Lösung die bemerkenswerte Eigen- 
schaft hervorgeht, daß, wenn eine Kraft für zivei verschiedene Richtungen 
der Anfangsgescliwindigkeiten die in Rede stehende Eigenschaft hat, sie die- 
selbe für alle Richtungen hat. 



Man denke sich in der Ebene xQy die Bewegung eines Punktes, 
der zur Zeit ^ = die Lage (a, b) und die Geschwindigkeit (a\ b') hat; von 
der Kraft, die auf den Punkt wirkt, wird angenommen, daß sie nur von 
der Stelle (o*, y) abhängt, so daß ihre Komponenten Jl, Y als (ein- oder 
mehrwertige aber kontinuierliche und differenzierbare) Funktionen der Koordi- 
naten a-, y betrachtet werden. Die Koordinaten (.r, y) dieses Punktes, als 
Funktionen der Zeit t betrachtet, können für einen gewissen Zeitabschnitt 
(^ = . . . h) durch die Taylor&che Formel dargestellt werden: 



*) „Comptes Rendus", annee 1877. 
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(1.) 



x = x„-\-x'j+xf^-[-x':'*^^- 



es ist aber (2.) 

x"=X, 

ftf dX , , dX , 



y=yo+y'ot+y':*^+yf^+- 



Ö'X 



(woP=xg+7|f); 



y 



y"= r, 

dx 



y =p:;^ + 



dY 



dy 



3/1 






(w„ö=4^+rf). 



Soll nun die Bahn bei beliebiger Anfangsgeschwindigkeit («', 6') und bei 
beliebiger Anfangslage (a, 6) immer eine Kurve zweiten Grades sein, so 
müssen die Werte (1.) für alle Werte von t (^ = . . . A) eine gewisse 
Gleichung von der Form 

^(;r-«)H2Ä(a:-«)(2/-6) + r(y-6y + 2zi(.r-a) + 2£0/-i) = O 

erfüllen, deren Koeffizienten A^ B^ . . von den Anfangswerten (a, 6), («', V) 
abhängen, und es handelt sich darum, die Kraft (A', Y) zu bestimmen, welche 
eine solche Bewegung hervorbringen kann. 

Um die Aufgabe zu vereinfachen, will ich nur diejenigen Anfangs- 
geschwindigkeiten in Betracht ziehen, welche parallel zu den Koordinaten- 
axen Oar, Oy sind. (Die auf diese Weise erhaltenen Bedingungen sind zur 
Lösung der Aufgabe notwendig, daß sie auch hinreichend sind, wird sich in der 
Folge ergeben); ich setze also zuerst 6'=0, dann ist nach (2.) für x = a^ y = b 



cc. = a. 






X. 



dX , 

ox ' 






y« 


= 6, 




y'o 


= 0, 




y: 


=y, 




yr 


dY , 




y'r 


öx 


+ Q, 


yf' 




+ 3/a', 
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Es ist noch zu erwähnen, daß in den Komponenten X^ Y und ihren Ab- 
leitungen statt x^ y die Anfangskoordinaten («, b) (die der Zeit ^ = ent- 
sprechen) zu setzen sind. 

Die Entwicklungen von x und y sind jetzt nach dem vorhergehenden 

(3.) ^^*=-^' + ^^+^2+^ö.6+W^^ +^V24^ 

y=.b+ Y^ + a -^^ ^ +{ö^,a' + Q)^ + {^a^ + Ma)j^ + . . . ', 

ferner ist (4.) 

Die Bahn muB jetzt im Anfangspunkte (<r, b) ihre Tangente parallel zur 
ar-Achse haben, folglich ist ihre Gleichung von der Form 

u4(x-ay-\-2B(x-a)(y-b) + r(y-by + 2E{y-b) = 0. 
Setzen wir nun die Werte von (x — «), (y — h), ... in diese Gleichung ein, 
so müssen die Koeffizienten jeder Potenz von t gleich Null sein; wir er- 
halten demnach folgende Gleichungen: 

^(3.Y* + 4rt'*|^) + b{6XY+ 4a''|^) + SFY' + E{^a" + Q) = 0, 

und durch Elimination der Koeffizienten A^ B^ . . . erhalten wir folgende 
Bedingungsgleichung*) : 



*) Den besonderen Fall, wo die Kraft parallel zu sich selbst bleibt, werden wir 
später betrachten. 
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fl" i' 

;a' y \^ 

6 öx 



I ox ox ox 

; öj;' öcc ' V dx dx^ dx^ ' dx ö^ ox*^ 



= 0, 



Die Anfangskoordinaten («, 6), welche man in den Komponenten X^ Y und 
ihren Ableitungen statt der .r, y setzen muß, sind ganz beliebig und von 
einander unabhängig. Daher können wir sie mit x\ y bezeichnen und mit 
den Variabein x^ y, von denen die A', Y abhängen, identifizieren. 

Die Bedingung (5.) soll aber für jeden Wert der Anfangsgeschwin- 
digkeit a* gelten. Wenn man also die Determinante nach Potenzen von a! 
entwickelt und in die Form: £+0a'^+//a'* = O setzt, so zerfällt die Be- 
dingung (ö.) in die drei folgenden: 

Diese drei Bedingungsgleichungen für die unbekannten Komponenten A', Y 
hat uns die Betrachtung der zur .r-Achse parallelen Anfangsgeschwindigkeiten 
geliefert. Eine bloße Vertauschung der (a*, y) und {X^ Y) mit einander wird 
uns offenbar zu den Bedingungen führen, die von den zur ?/-Achse parallelen 
herrühren; diese sind folgende: 

(£) ^■^J-i-«f + Jcr(||-|J)=o, 

/ v^X Y^Y , .r qÖ/^ ^dXfdX , dY\\ 

(^wo T = 7-.^- - A^^. , und A = 3 ^^ - 2 ^- (0^+3^). 
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Integration der Gleichwigen //=0 und //' = 0. 
Wenn man in der Gleichung 11=0 setzt Y^^y-Y^^^ so kommt 
für Y, die Gleichung ^^^ = 0, d. h. Y.^Cx" ^ 2C,x + C,, folglich ist 

(6.) Y= ^- .; 

ebenso finden wir aus (//') 

(7.) X = 



(6y + 2S,^ + S,)^' 



wo die C, Ci, C^ nur von ?/ und die *S, S,, iSj nur von :i' abhängen. 



Integration der Gleichung £ = 

11 in c 
Gleichung über: 



Y 

Setzt man in der Gleichung fi = v = «>, so geht sie in die lineare 



deren Integral (der Fall to = Konst. ist schon ausgeschlossen) lautet 

(8.) ij^iox=^(p(io), 

wo (f (üjI) eine willkürliche Funktion bedeutet. Durch diese Gleichung 
wird für jede Stelle (.r, y) der Ebene die Richtung der Kraft gegeben. 
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende: Für jeden 
Wert von w stellt sie eine gerade Linie dar, mit deren Richtung die der 
Kraft übereinstimmen mui3, und diese Geraden umhüllen die Kurve 

x = — (p (tu), y ^ (p (w) — io(p' (o)). 



Integration der Gleichungen = tmd & = 0. 

Um die Integration dieser Gleichungen zu ermöglichen, wollen wir 
denselben mit Hilfe der Gleichung £ = eine andere Form geben. Zu dem 
Ende schreiben wir die Gleichung B = wie folgt: 

ydV ydX ydX ydY 

ox dx ^ dij d^ , , ° _ '^ 

Y y^ -» a. n. y-^; 
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P 
ferner ist ^ = y^ (nach derselben Gleichung £ = 0); wir können also setzen 

T = r ' X, a — r • Y^ 

wo p und r zwei neue Variablen sind, welche bei der Vertauschung der 
(x^ y) und der (Ä", 7) mit einander invariant bleiben. 

Es folgt P-''=ö7 + ö:y- 

Führt man die Werte von Q nnd a in die Gleichung = ein, so findet man 

Auf ähnliche Weise findet man aus (©') 

Es scheint nun zweckmäßig, statt der unabhängigen Variabein x^ y andere 

einzufuhren. Wir nehmen als solche die Variabein x und co (= jf^). Um 

die Transformation auszuführen, haben wir die Formeln (wo x + (f\wi) durch 
X bezeichnet wird) 

worin die in eckige Klammern eingeschlossenen Ableitungen den früheren 
unabhängigen Variabein .r, y entsprechen. 

Führt man diese Transformation aus, so geht das System der Glei- 
chungen (9.) und (9'.) in folgendes über 

Wir hahen noch 
ferner ist 
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Setzt man nun diese Werte von p und ;• in die Gleichungen (11.) und 
(11'.) ein, so erhält man für die Komponente X folgende zwei Gleichungen 

(Id.) 3^—;. ^ H — ^(p (">) — x 1^— -^-J^ü, 

^ ^ axdio X diu x' ^ ^ ^ X^oio oxy ' 

und wenn X = X^" ^ gesetzt wird, so gehen diese Gleichungen in die fol- 
genden über 

(12'.) 9^+-^^-^x,^o, 

^ ^ OX X OX X* * ' 

(13'.) 9|^--^/^-4y"(c»)A\ = 0; 

die erste dieser Gleichungen enthält keine Ableitung nach eo, sie ist also 
als eine gewöhnliche Differentialgleichung zu betrachten, und da dx = d}c 
ist, so kann man sie auch so schreiben 

das Integral dieser Gleichung ist 
also ist 

wo 12,, n^ nur von (v abhängen. 

Versuchen wir nun mit dem gefundenen Werte von Xi auch die 
zweite Gleichung (13'.) zu befriedigen, so finden wir 

[9 12; + 1 1 n, (//' (o))] y. - II, (/ " (tu) = 0, 
und da die Variable x nur in ^ enthalten ist (;f = .r + y' (eo)), so folgt 

(^/'(eü) = und /2; = 0; 
also muß sein : y (cü) = co ^ + ?; (wo ^, rj Konstanten) und: A = konst. = c. 
Durch diesen Wert von (p (cü) wird die Gleichung (8.): 

X — t __ v/ — rj 

die Richtung der Kraft muß sich also (wenn sie nicht etwa parallel zu sich 
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selbst bleibt) durch einen festen Punkt (^, rj) gehen; und wenn man diesen Punkt 

X Y 
als Anfangspunkt nimmt, so wird die Gleichung (8.): - = und y(cü) = 0, 

also X = X. 



Um nun die Komponenten X, Y der Kraft zu finden, setzen wir 
(15.) X=^ Y=^ ' 

dann ist J nach (6.) und (7.) eine ganze Funktion zweiten Grades von 
X und 1/, und wenn wir beide Werte von J aus (7.) und (14.) vergleichen, 

so finden wir 

j = Sif + 2S,y + S, = (i2,a- + c)\ 

Differentiieren wir zweimal nach lo. so finden wir (da y = (x)-x ist) 

, ß. Sy + s, = (n,x + c)n[, 

^ '^ Sx = (S2,x+c)n[' + n['.x: 

daraus folgt S = 12, n[' + n[' und cIi; = 0; 

wir haben also zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Wenn c = ist, so kommt aus (16.) 

»S = /., Si = i.iX^ S^^'^iX^: 
also (17.) J ==Xy' + 2l,xy + i, .v" ; 

J ist also in diesem Falle eine beliebige homogene Funktion zweiten 
Grades von *r, y 

2. Wenn S2[* = ist, so finden wir aus (16.) 

S = X\ S, = l(iX,x + c), S, --= {Kx + cf-, 

also (18.) J = Q-y-^-K^ + cf\ 

J ist also in diesem Falle das Quadrat einer beliebigen ganzen Funktion 
ersten Grades von x^ y. 

Wir finden auf diese Weise die von Dorhoux und Halphen gegebene 
Bestimmung der Zentralkräfte, die Kegelschnitte als Bahnen hervorbringen. 

10* 
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Wir haben noch den Fall zu betrachten, wo die Kraft eine un- 
veränderte Richtung beibehalten soll. 

Es sei r=^.X {l eine Konstante); 

nach (6.) und (7.) ist 

(19.) .Y=— ,, Y= V 

wo ^i eine ganze Funktion zweiten Grades von .r, y bedeutet; die beiden 
Gleichungen (9.) und (9'.) geben nun (weil 7' = 0): 

3?'«i_4^^- = 0. 3^1«^ -4^=0; 

ox ax aiß oif ' 

folgli(5h ist (> = CA' , 

oder :< -V / i = CA'', und da X=jr^ ist, so kommt 

dx oy ' ' ' 

Ist nun ^1 kein Quadrat, so muß C = und J^== a(y -— Ixf -\- ßQj -- kx) 
+ y sein. Ist aber J^ das Quadrat einer linearen Funktion ax + [iy + y, 
so bleibt sie ganz beliebig (was mit den Resultaten von Darboux und 
Halphen übereinstimmt). 

Wir haben im vorigen die Kräfte bestimmt, welche bei beliebigen 
Anfangslagen und bei Geschwindigkeiten, die zwei gegebene Richtungen 
haben, Kegelschnitte als Bahnen hervorbringen können. Daß sie dies auch 
tun, und zwar bei jeder Richtung der Anfangsgeschwindigkeiten, geht aus 
der Übereinstimmung unserer Resultate mit den von Halphen und Darboux 
gegebenen hervor, indem sie die Kräfte bestimmten*), die dauernd nach einem 
festen Punkte gerichtet oder parallel zu sich selbst bleibend, stets Kegel- 
schnitte als Bahnen erzeugen. 

Hieraus schließen wir folgenden Satz: ,,Wenn eine Kraft bei be- 
liebigen Anfangslagen des Punktes, auf den sie wirkt, und bei Anfangs- 
geschwindigkeiten, die zwei gegebene Richtungen haben, stets Kegelschnitte als 
Bahnen erzeugt, so tut sie dasselbe auch bei beliebigen Anfangsgeschwindigkeiten.'^ 



*) „Comptes Rendus'', annee 1877. 
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Sur la tli6orie g6n6rale des radiales et des anti-radiales. 



Par M. Geminiano Pirondini h Roine. 



1. La d^finition ordinaire de radiale d'une ligne plane*) ne peut pas 
s'appliqaer ä toute surface k.courbure constante. 

Elle peut cependant 6tre g^neralis^e de lafagon suivante. L(A^B^C^...) 
^tant une ligne arbitraire trac^e sur une surface 8 ä courbure constante, 
/.„(.4,„ ßo: <^'n, ...) sa d^velopp^e g^od^sique et S2 un point quelconque de la 
surface, que Ton ra^ne une suite de vecteurs geodesiques 

^gaux aux rayons geodesiques 

A,,A, B,,B, Q,C^ ... 

et ayant des directions telles, que Tangle infiniment petit de deux vecteurs 
cons^cutifs quelconques soit ^gal k Tangle des rayons correspondants. 
La ligne /.,, Heu des points 

^ij ^n ^1? • • • 

que Ton vient de construire, est la radiale de la ligne L, et celle-ci tanti- 
radiale de L^. 

Cette d^finition est applicable textuellement k la radiale ordinaire 
d*une ligne du plan. 

On sait qu'nne surface ä courbure constante, en tout ce qoi coucerhe 
rapplicabilit^ en soi-meme, se comporte comme le plan. Suivänt oette 

*) R. Tücken Oü radial Curves [Proceedings of the London Mathematical Society. 
T. I (1865).] • 

G. Loria. Intorno alle radiali delle curve plane [Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo. T. XVI (1902).] 
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propri^t^ denx lignes diff^rentes L, L^ trac^es sur une snrface ä courbure 
constante sont ä regarder comme des lignes identiqnes, pourvu qn'elles 
poss^dent la propri^t^ de pouvoir se r^duire Tune k Tautre en superposant 
par flexion denx portions de la surface Tune ä Tantre. 

II s'ensait que la radiale d'une ligne trac^e sur une snrface ä cour- 
bare constante est tont k fait ind^pendante da clioix da point 12 (pole) et 
de la direction que Ton donne an vecteur initial. 



(1.) 



2. Soit 




(2.) 



\^ une relation connue liant l'arc s d'une ligne L appartenant k 
une surface k courbure constante (de rayon a), au rayon vecteur 
g^od^sique F, issu d'un point fixe i2. 
Si Ton d^signe par 

(Fig. 1) les vecteurs allant aux points infiniment rapproch^s 
A^ B de L, par dio leur angle infiniment petit et par. ö 
l'inclinaison du vecteur V sur la ligne L, le triangle £1AB^ 
que Ton peut regarder comme un triangle g^od^sique, donne 
l'une des trois relations: 

sin (dw) sinö 



ds 



V + dV 



s\n(ßw) __ sin 6 



. fds 

sini — 

^ a 



sin (diß) __ sin 6 



V + dV\ 



a ) 



sh(I±-^/-)' 



suivant que la courbure de la surface est nulle, positive on negative. Centre 

en 12, avee le rayon g^od^sique 12^4, d^crivons Tare de cercle g^od^siqne 

AM compris entre les vecteurs i2i4, i2J5. Si Ton rappelle la relation (l^^ 

le triangle infiniment petit ABU donne 

BM _dV^ 
ds' 



C0SÖ = -r7T = 



AB 
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d'oü il suit . ^ yfJrTVY^Zl 

D'aillears, en n^gligeant des infiniment petita d'ordre äup^riear, on peut 6crire: 

. /_, V , . fds\ ds , ^ds\ ds 

Si donc on porte ces valeurs dans les ^qnations (2.% on trouve apr^s une 
Integration : 



CD 



-„,^fmn^.,y, 



ü) 



'"''- aj . fV\ "'» 



(O 



1 /- yr'cF)-! ,j, 



e^o ^tant une constante arbitraire. 

Or, une relation finie quelconque entre les coordonn^es polaires g^od^- 
siques (/?, wi) d'une surface ä courbure constante, d^finit une ligne ind^pen- 
damment de la g^od^sique que Ton prend pour axe polaire et de la position 
du pole sur cet axe. 

II s'ensuit que: Sur tme surface ä courbure constante^ toute relation 
finie entre Farc et le rayon vecteur geodesique issu (Tun point fixe, caracterise 
une ligne. 

En supposant par exemple 

s = mV+ n, 
m et 71 6tant des constantes, on d^duit 

cos $= — = constante, 
et vice versa. 

Cela d^montre qu'wn^ relation lineaire entre s et V caracterise une 
trajectoire isogonale du faisceau de geodesiques issues du pole. (Cette trajec- 
toire est une spirale logarithmique dans le plan, une loxodromie dans la 
Sphäre, etc.) 



11* 
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3. Si Tou d^signe par 

Pt ^, Qg 

les rayons de courbare absolae, de tor^ion et de courbare g^od^sique d*ane 
ligne L situ^e sur une sph^re de rayon «, et par r le rayon sph^rique 
(c'est-ä-dire Tarc de grand cercle normal, compris entre la ligne L et son 
^volue geod^sique), on a les formules 

(3.) p' + r'(gy = «^ 



(4.) P' = «'t^"g(a-) = y^^7' 

d'oü il suit 



(5.) .= ;,.. 

\ds^ 

Si l'on remarque que la forme d'une ligne ä double courbure est 
connue auBsitöt que Ton a les rayons de courbure et de torsion exprim^s 
par des fouctions finies de Tarc, on a le th^or^me : Une ligne ti^ocee sur xine 
sphere est cornpletement deßnie, ä un deplacement pres, lorsquon connatt une 
relation ßnie quelconque entre farc s et le raijon geodesique r. 



4. Ce rösultat subsiste pour toute surface ä courbure constante po- 
sitive; car une teile surface est toujours applicable par flexion ä une Sphäre 
de meme rayon. Mais Ton peut d^montrer qu'il en est de mSme de tonte 
surface k courbure constante. En supposant que 

(6.) r = f(s) 

soit la relation liant le rayon geodesique r de la ligne k l'arc s^ que Ton 
trace, sur la surface considt^rt^e, une suite continue de g^od^Biques 

i/n ih^ ffu • • • 

sous les conditions: 

1" — que Tinclinaison infiniment petite de de deux g^od^Biques con- 
s^cutives quelconques ait une des expressions 
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,. ds j ds j ds 
de— j de = , a€ = — , 

suivant que la coiirbure de la siirface est nulle, positive oii negative. 

2" — que, si Ton d^signe par .4^ le point de rencontre des g^od^- 
siques infiniment rapproch^es </,, i^n + n il r^sulte 

quel que soit n. 

Cela pose, que Ton prenne Tarc 

A,B, = f(s,) 

sur la g<5odesique initiale ^r,, s^ ^tant la valeur de Tarc s qui correspond 
k la gtJod^öique g^. II est clair que la trajectoire orthogonale des g^od^- 
siques g passant par le point 5i est une ligne v^rifiant la relation (6.). 
Une pareille construction, effectuöe k partir d'un autre Systeme de 
gdod^siques, conduit k une autre ligne L' qui peut etre r^duite k la ligne 
Xj par de simples flexions de la surface. Les lignes L, L, sont done k 
consid^rer comme des lignes identiques entre elles (§ 1). 

Par cons^quent: Une ligne tracee sur une surface ä courbure constante 
^st entierement definie par une relation finie quelconque entre Farc s et le 
7*ayon geodesique r, 

En g^n^ralisant ce que Ton fait dans le plan, les variables (r, s) 
peuveut s'appeler les coordonnees intrins^ques de la ligne tracee sur la surface. 



5. Recherche de la radiale — Si 

C7.) s = F{r) 

est r^quation d^finissant la ligne L et .1^4,,, BB^y sont deux rayons g^od^- 
siques consecutifs, inclin^s entre eux de l'angle infiniment petit de^ on a 
Vune ou Tautre des relations suivantes: 



(8.) 



ds = F'Q') ' dr = a' sin(-)-rf6, 

ds = F' (?•) • dr =r rt . sh ( '-) • rf« , 
Buivant que la courbure de la surface est positive ou negative. Si Tön d^- 
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dait d'ici de et eusaite e par Integration, en remarqnant en outre que Ton a 

F=r, CO = 6 

en vertu de la loi m6me de constraction de la radiale, on conclut: Quand 
la ligne L est representee (en coordonnees tntnnseques) par Tequation (7.), 
la radiale L, est definie (en coordonnees polaires geodesiques) par Fune ou 
tautre des eqtiations: 



1 C F'(V) ,., 



1 f F'(V) ,„ 

suivant que la courbure de la surface est positive ou negative. 

En supposant que L croisse jnsqa'k l'infini, on tronve ä la limite 
les formales donn^es par M. Loria*). 

Si r^quation de la ligne a n'est pas r^soluble par rapport ä s^ la 
m^thode que Ton vient d'exposer n'est pas applicable. Dans ce cas on 
pent faire usage des formales (8.) qai, en verta de la relation 

de = du)^ 
donnent respectivement 

(11.) 



(12.) 



(0 



=1 r_if_ 

— i ( _Al— 



On voit d'ici que: La radiale de la ligne definie par Vequation intrinseque 

r = r(s), 

est representee (en coordonnees polaires geodesiques) j)ar Tequation resultant 
de T elimination de s entre tequation 

V = r(s) 

et tequation (11.) ou (12.), suivant que la courbure de la surface est positive 
ou negative. 



*) Lieu cite, § II. 
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6. Exemples. — 1". On demande la radiale de la ligne sphenqiie ä 

torston constanie. 

£n sapposant 

T = conBtante = k^ 



r^quation (5.) donile par Integration 
et r^quation (9.) 



s = -r = F(r) 
a ^ ^ 



«,= ^logtang(2^). 

II ö'ensuit que la radiale cherchee est representee (en coordonnees polaires 
spheriques) par Tequaiion 

(13.) tangQ = e^". 

Projetons la ligne sph^rique (13.) 8ar le plan tangent an point i2, par des 
rayous issns da point P diam^tralement oppos^ ä 12. La ligne plane que 
Ton obtient, ^tant repr^sentt^e par T^quation polaire 

est nne spirale logarithmiqae ayant le pole 12. 

Si Ton rappelle la propri^t^ caracteristiqae de la spirale logarithmi- 
qae et la propri^t^ de la projeetion st^r^ograpliique de conserver les angles, 
on conclut que: La radiale de la ligne spherique ä torsion constanie est une 
loxodromie. 

2". — Sur une surface ä courbure constanie deierminer la radiale 
dt une developpante geodesique dun cercle geodesique. 

La surface soit d'abord une Sphäre; comme sur cette surface la deve- 
loppante geodesique d'un petit cercle est une heiice cylindrique, on doit 
avoir la relation 

i = cot i. 

i etant rinclinaison (constante) de Tbeiice sur les generatrices du cylindre. 
En introdnisant cette condition dans Tequation (3.), on deduit apr^s 
une Integration 

— IV — p* = ^'C0te. 
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Si donc on a recours k r^quation (4.), exprimant ;• en fonction ie p, on 
trouve que Tarc sph^rique r et Tarc s de la ligne sont lies entre eux pav 
la relation 



F(r) ^ —a tang / • cos(' ) . 



Bien que celle-ci ait 6t6 demontr^e pour la sph^re, eile subsiste ii^an- 
moins pour tonte surface ä courbure constante positive. En effet, quelle que 
soit la d^formation par ilexion ä laquelle on soumet la Sphäre, les ^l^ments 
r, s relatifs k une ligne quelconque de cette surface ne changent pas: il 
doit donc etre le meme de la relation liant ces Clements. 

Seulement il est k remarquer qu'aussitOt que la surface, par suite 
d'une d^formation, perd la forme sph^rique, la constante i n'a plus la 
signification g^ometrique particuli^re qu'elle avait auparavant. 

Cette analyse, par l'application de l'^quation (9.), conduit au th^or^me: 
Siir une surface ä courhure constante positive la radiale d'une devetoppante 
geodesique dun cercle (jeodesique est definie (e)i coordonnet-s polaires) par 
Fequation : 



a 



(14.) r=— * ..a>. 

^ ^ tang? 

Dans le cas de la sphfere, la radiale (14.) peut etre obtenue en projetant 
du centre la ligne trac6e sur le plan tangent au point /2, et ddfinie par 
Tc^quation polaire 

R = a * tang( '"^ . ). 
°^tang«>^ 

On voit d'ici que la radiale sph^rique est une ligne algebrique dans tobt 
cas oü la ligne plane correspondante est aussi algebrique. 

En supposant que le rayon de la surface croisse ind^finiment, le 
th^or^me pr^c^dent revient k Tautre: Dans le plan la radiale d^une dece- 
loppante de cercle est une spirale (fArcInmede. 



7. liec/ierche de f anti-radiale. — La radiale />, soit repr^senti^e 
par V^quation 

(15.) ^ = f(n 

en coordonn^es polaires g^odi^siques. 
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Comme Tangle infiniment petit de compris entre denx rayons g^o- 
däsiqnes cons^cutifs de Vanti-radiale L (inconnue) est ^gal k la diff^rentielle 
de l'angle polaire cü, on a la relation 

de = du) = f(V)'dV, 
de laquelle, en remarquant que V = r^ on d^rive 

d6=f(^r)'dr. 

Si done on a recours aux 6quations (8.), on d^duit le tWoreme: Sia^ une 
surface ä courbure constante la ligne definie (en coordonnees polaires) par 
tequation (15.)» « ponr anti-radiale la ligne L representee (en coordowiees 
intrinseques) par tune on Taxitre des equations: 

(16.) s = aff(i')-mxQ-dr, 

(17.) s = aff(r)-^\i{;-)-dr, 

suivant que la courbure de la surface est positive ou negative. 

En passant ici k la limite pour ^ = oo, on tombe sur les formales 
donn^ea par M. Loria.V 

Quand l'^quation de la radiale L^ n'est pas r^soluble par rapport ä oi, 
la m^thode que Ton vient d'exposer n'est pas applicable. En supposant, 
dans ce cas, de pouvoir ^crire l'öqaation de la ligne Lx de la fa^on suivante 

(18.) r = F(a>), 

pnisqn'on a 

r = V^ d€ = d(jt}^ 

les formules (8.), exprimant Varc ^Idmentaire de Tanti-radiale, deviennent 

rf5=ra»sin(— )g?cü, 

ds = a ' ^h(^-jda). 

On voit done que: Si la radiale est definie par t equation polaire (1%.)^ t anti- 
radiale est representee [en coordonnees intrinseques (r, s)] ^^ar tequation re- 
sultant de relimination de w entre Tune ou Vauti^e des couples dt equations: 

*) Lieu cite, § III. 
Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 12 
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(19.) s = aj\m [--] • rftt>, r=F(a}), 

(20.) s = aj\h [^Y^] • dw, r = F{w\ 

suivant qiie la courbure de la surface est positive ou negative. 

Dans le cas du plan, a = oo et les formules (19.), (20.) sout rem- 
plac^es par les aatres: 

(21.) s =y>(a>) . do) , r = F{q)). 

Remarqne. — L'analyse que Ton vient d'expoaer aux §§ 5 et 7 d6- 
montre que: ^ur iine surface ä courbure constante la radiale et tanti-radicde 
sont liees entre elles de fagon que tune de ces liynes defmit completement Vautre. 

Cette remarque, appliqu^e an premier exemple da § 6, d^montre qne: 
Sur wie surface ä courbure constante positive t anti-radiale d'une trajectoire 
isogonale d!un faisceau de geodesiques issues dun point fixe^ est une ligne 
representee pur wie relation lineaire entre les coordonnees intnnseques (r, s). 

Cette ligne, ä tinstant ou la surface s'applique par jlexion ä une 
Sphäre (ce qui est toujours possible) acquiert une torsion constante. 



8. Exemples. — 1'*. Determiner Panti-radiale dune geodesique dune 
surface ä courbure constante. 

Rapportons la g^od^sique Li ä an axe polaire g^od^siqae g normal 
ä Li et k un pole 12 plac^^ sur ^ Ji la distance S2M=k de la ligne Li 

.li ^tant nn point quelconqne de Li, on a 

et le triangle g^oddsique rectangle I2MA donne: 

tang(^-)cosü; = tang(-) 
ou bien 

tgh0costo = tgh(^), 

suivant que la courbure de la surface est positive ou negative. En re- 
marquant que F=?-, ces formules, r^solues par rapport k c«, donnent re-- 
spectivement : 
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(X) — /*(r) = arc • cos | -^-- I , 



it) = /*(?•) = arc • cos 



'L."g(:)J' 



Si Toü d^rive ces 6galit6s par rapport k r et qne Ton ait ensnite recoars aux 
equations (16.), (l'O? on trouve respectivement 






Teiles sollt les Equations (en coordönn^es intrins^ques) de Tanti-radiale 
chercWe, dans les hypoth^ses qiie la courbure de la surface soit positive 
oa negative. 

2". — Si Von demande T anti-radiale de la ligne plane representee par 
Teqnation polaire 

B = F(u)) = ae"' + b • co8(^^) 
(non r^aoluble par rapport k lo), il suffit de remarqner que Ton a ici 

^ = / F(ü)) • dvD = am • e'" + bm • sin(— ), 

pour voir que lequation de la ligne cherchee, en coordonnees intiinseques 
(}\ s), est le resultat de Felunination de (^^j enire les equations 



(0 • r * — ''f^r ~r V 2 6 TW — (s — VI r) 
— = arc • sin ^^»— ._> /- 

m L '2 in 



2cu 



i^llVLl. 



2a'7n' -e'"- 2 am • {inr + s) • <?'" + (m'r' + «' - Ä*ni') = 0. 



12* 
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9« Leg formules que nous allons ^tablir dans ce paragrapbe, sont 

particali^rement remarquables en ce qu'elles, soos une forme unique, sout 

applicables indifif^^rement aux trois familles de surfaces ä courbure constante. 

Soient: L une ligne trac^e 8ur une surface k courbure constante, 

Lg son ^volue g^od^sique et L^ la radiale de L par rapport an pole i2. 

Apr^s avoir men^ (Fig. 2) les vecteurs g^od^siqnes cons^cntifs ^A^^ 

£1B^ de la radiale L^^ d^crivons l'arc de cercle 

g^od^siqne A^M compris entre les vecteurs, et 

ayant le centre £2 et le rayon £2A^. Les secteurs 

g^od^siques A^AB^ £1A^M sont ^videmment super- 

posables, et cons^quemment on a 

ds=^AB^A,M, B,M=dV=^dr. 

Le triangle rectangle A^MB^ infiniment petit 
nous donne 




ds, = Vds' + rfr^ = Vi + r'^ (5) • ds, 



Fig. 2. 
d'oü il suit par Integration: 

(22.) s, + c =fVl + r'\s) . ds, 

c ^tant une constante arbitraire. 

On a donc le th^oreme: Sur une surface ä courbure constante queU 
conque la ligne L representee par Veqiiation 

r=zr(s) 

en coordonnees intrinseques^ a pour radiale la ligne definie [en coordonnees 
(V, s^)] par Pequation resultant de Telimination de s entre les equations: 

(23.) F = r(5), s, ^fyi^r'\s) . ds. 

Si Ton suppose 

(24) h^F{V), 

F etant un Symbole fonctionnel connn, les relations (23.) nous donnent 

f]'l + r'\s).ds = F(r). 
Et comme on d^dnit d'ici 



ds = \F\r)^l.dr, 
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011 conclut: Quelle que soit la surface ä courbure constante^ tanti-radiale de 
la ligne (24.) est definie par tequation 

(25.) s^f]/F\r)^l.dr. 

En posant 

fyF\r)^l.dr^f(r\ 
on trouve 

F{r)^f\fJ?)+'l.dr. 

Si donc on remplace ici le rayoii g^od^siqae r par le vecteur g^od^sique 
V et que Ton ait regard ä la relation (24.), on arrive au r^sultat suivant: 
Quelle que soit la surface ä courhure co7istanle, la radiale de la ligne representee 
par Tequation intrinseque 

5 = /•(;•) 

est definie [en coordonnees (F, s^)] par tequation 
C26.) s,^fif\V)+l.dV. 



10. Exemple. — Si 

/•(;•) = mr, 

rti ^tant une constante, Tequation (26.) revient ä Tautre: 

C 7.) ^, = vr+7/i^. r. 

£n sapposant, vice versa 

F( F) = n F, (« = constante) 

on d^duit de Tequation (25.) 



(28.) 6' = |V-l.r. 

II s'ensuit que: Hur tonte surface ä courbure constante, la ligne definie par 
xine relation lineaire entre les coordonnees intrins^ques, a pour radiale une 
ligne dont tequation [en coordonnees ( F, s^] est aussi lineaire. Et vice versa. 
Dans le plan le th^or^me pr^c^dent revient ä Tautre: Une spirale 
logarithmique a pour radiale une autre spirale logarithmique. 
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Sur une sphere T^quation (27.) d^finit nne loxodromie (§ 2) et T^quation 
(28.) une ligne k torsion constante (§ 6). 

On tombe ainsi sur le th^or^me d^montr^ au § 6 (Premier exemple). 



IL Voiei quelques m^tbodes applicables au plan. 
A. — Si Ton d^finit la ligne L par T^quation 

(29.) Q = Q(S) 

en coordonnees intrins^ques, la relation (22.) se r^duit ä Tautre: 

(30.) $, + c== fYl^'' 'ds. 

En outre le rayon de courbure pi de la radiale //, est li^ au rayon vecteur 
Äi par la relation 

Et comme 



■-©-''.'^; 



flH, g' d'R, g 



on d^duit que: La radiale de la ligne plane (29.) est representee [en coor- 
donnees intrinseques (p,, *,)/ par l'eqiiation resaltant de felinnnaiion de s 
entre fi'quation (30.) et fantre: 

B. — En appliquant la relation (31.) k Tanti-radiale L et en remarquant 
en outre que le rayon vecteur li^ et Tangle polaire lo de la radiale v^ri- 
fient les ^quations 

on conclut que: La ligne plane L definie par la relation 

entre le raijon vecteur et farc, a pour radiale la ligne i^epresentee (en coor- 
donnees polaires) par fequation rt'sultant de Telinnnatio)i de s entre les eqnations: 
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j^ Ryi--R" r i — R"- RR" . 

C. — La m^thode suivante est particnU^rement remarqiiable, car eile 
n'exige pas d'int^grations, mais sealement des d^rivations. Les coordonn^es 
rectangalaires (.r, y) d'iin point quelconqae d'une ligne plane L s'expriment 
en fonction de Tarc s par les relations 

X = x(^), y= / Vi — .i*'"' {s) • ds. 

Si donc on d^signe par q le rayon de courbure de la ligne L et par 
(il, ju) les inclinaisons de la normale sur les axes coordonn^s, on a 



e = 



- — ^j — , cos A = p x" = y 1 — ;r'% cos/i = ()y" = — x' ; 



de Sorte que les coordonnees (x^j y^ d'un point quelconque de la radiale 
ont pour expression: 



X^ = p COSA = - - ,, — , ^1 = P COS/e = ,^ 

Si donc on ^tablit im Systeme de coordonnees polaires (/?i, o)) ayant poar 
axe polaire Taxe des x et pour pole Torigine, on a les relations 

L'^limination de s entre ces ^quations, conduit k requation de la radiale, 
en coordonnees polaires. 

S'il s'agit, par exemple, de determiner la radiale de la ligne plane 



on transforme d'abord cette equation, en y introduisant les coordonnees (a-, s\ 
ce qni conduit k la relation tr^s simple 

L'application du proc^de indiqu^ conduit aux equations 



T) 2syAas — a' ^ a 

iti = , tang CO = — - — — - , 



d'oü Ton tire: 
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acoso) 



i?.= 



2 sin' 



Teile est T^quation polaire de la radiale cherch^e. 

Celle-ci est uiie ligne alg^brique du sixi^me ordre, repr^sent^e par 
r^quation cart^sienne 



12. On peut, ä Taide des formales pr^cedentes, d^terminer directement 
la deuxieme radiale d'une ligne plane. 

En d^signant en effet par i?2 et f le rayon vecteur et Tangle polaire 
de la deuxieme radiale L^ de L, on a 

Si donc on rappelle les relations (22.), (32.), on arrive au r^sultat: 
La deiixihne radiale de la ligne j)ta7}e 

e = p(^) 

est representee (en coordonnees iwlaires) jyar Veqnation resxdtant de relimi- 
natioJi de s entre les equations 



Hemarque finale. — A cause du lien intime existant entre la g^o- 
m^rie des surfaces k courbure constante de Tespace euclidien k trois di- 
ux^UHUßun et les g^om^tries non-euelidiennes, ce travail peut £tre interpr^t^ 
Kummt une <5tude sur les radiales et les anti-radiales des lignes trac^es sur 
k^ pUfit^, euclidien, riemannien, lobatschewskien. 
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Sur la tendanee des systömes matöriels ä öchapper 

au frottement. 

Par M. Paul Appell ä Paris. 



1. Dans un discours, prononc^ k Cherbourg, en 1905, au congr^s 
de rAssociation frangaise pour ravancement des Sciences, Sur quelques 
questions de mecanique rationnelle*) j'ai attir^ Pattention, de la fagon sui- 
vante, sur nne propri^t^ qne pr^sentent les syst^mes mat^riels k frottement: 

Peut-6tre existe-t-il, pour le frottement, un principe cach^ qu'on 
pourra d^gager des faits suivants: il semble qne, dans beaucoup de 
cas, le mouvement d'un Systeme k frottement se fait de fagon qne le 
travail du au frottement diminue de plus en plus en valenr absolne; il 
semble, en d'autres termes, que le Systeme cherche k ^chapper au 
frottement. C'est ainsi qu^un cerceau ou une boule qui glissent finissent 
par rouler, qu'une toupie arrondie lauere sur un plan horizontal se 
redresse de fagon que la force de frottement soit appliqu^e k un pa- 
rallele de plus en plus petit, etc. . . II y aurait grand int^r^t k r^unir 
ces observatioiis dans un ^nonc^ pr^cis, r^sumant sous ce nouveau point 
de vue les effets du frottement. 
M. Lecomu a ^tudi^ cette propri^t^ des syst^mes mat^riels, sur un 
exemple assez g^n^ral, dans une Note aux Comptes Rendus (1906, second 
semestre, p. 1132) et dans un article plus d^taill^ du Bulletin de la Soci^t^ 
math^matique de France (t. XXXV, p. 3, 1907) Sur Textinction du frottement. 

2. II me semble, que la propri^t^ en question peut s^expliquer par 
les consid^rations g^n^rales suivantes, dont j'ai donn^ une indication sommaire 
dans le Bulletin de la Soci^t^ math^matique (t XXXV, p. 131, 1907.) 

Imaginons un Systeme mat^riel pr^sentant les caract^res suivants, qui 
se trouvent r^alis^s dans la plupart des syst^mes usuels. 

*) Balletin mensuel de TAssociation n^ 8, octobre 1905. 
Journal für Mathematik Bd. 183. Heft 2. 13 
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1'' Le Systeme consider^ est d'abord assujetti ä des liaisons qael- 
conqaes, sans frottement, ind^pendantes da temps; 

2" II est soumis ä des forces int^rienres d^rivant d'un potentiel fl 
qiii est positif oa nal dans toutes les configurations possibles da Systeme 
et qui devient riul dans une configuration speciale, constitaant une con- 
figuration d'equilibre stable da Systeme sous Taction des seules forces 
int^rieares; 

3". Le Systeme comprend des corps solides ou des points qui 
glissent, avec frottement, les uns sur les autres, ou sur des corps 
solides fixes; 

4" II est soumis enfin k d'autres forces ext^rieures d^-ivant d'une 
fonction f7, qui reste inf^rieure k une limite fixe L, pour toutes les 
positions du Systeme dans lesquelles subsiste un contact au moins 
donnant lieu k frottement. 

Le Systeme 6tant ainsi d^fini, le th^oreme des forces vives donne 
rcqualion 

(1.) d(T^ ri-^U)=^^t\N,v,dt^f,N,v,dt fp^W^t, 

oh T est la demi-force vive, oü /i,/i, .../J, sont les coefficients de frottement, 
N^^N2^... Np les valeurs absolues des r^actions normales, Vi^v2^...Vp les 
valeurs des vitesses de glissement relatives des points mat^riels au contact 
dans les divers corps frottants associ^s deux k deux. 
Si nous posons, pour abr^ger, 

(2.) *=/WV,r,+/;iV3v,+... + /;i%i.,, • 

noQS voyons que cette quantit^ <^, formte d'une somme de termes positifs 
ou nuls, est essentiellement positive et ne peut devenir nulle que si tous 
ks termes qui la composent deviennent nuls k la fois. 
L'6quation des forces vives 

(3.) rf(r+/7-f/) = -*rf^ 

laontre, que la quantit^ * tejid vers zero. 

XouH allons d^montrer, en effet, qu'il est absurde de supposer que 
"/> r^rivte^ dans la suite des temps, sup^rieur k une limite fixe l sup^rieure 
ii 0. Hi Ton avait 
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on aarait, d'apr^s T^quation des forces vives, 
d'oü, en int^grant 

(4.) r^ n-^u^-it+c, 

C d^dignant une constante. Comme U est limite, U<zL^ on en d^duirait: 
(5.) T-^n<:-'kt+C+L. 

Quand t augmente ind^finiment, le second membre prend des valeurs 
negatives de plus en plus grandes en valeur absolue. Donc T+ FI devrait 
devenir de plus en plu^ petit: cette quantit^, formte de deux termes positifs 
ä Tinstant initial, finirait donc par devenir nulle au bont d'un temps fini. 
A ce moment U serait nul et la demie force vive T ^galement; donc toutes 
les vitesses s' anmderaient au hout (Tiin temps Jini dans la configuration speciale 
oü le potentiel /7 est md. 

Mais cette conclusiou est contradictoire avec Thypoth^se faite 

car, toutes les vitesses devenant nulles, * deviendrait nul et ne pourrait 
rester sup^rieur ä /. 

II est donc d^montr^ quc, t croissant, * tend vers zero. Les divers 
termes 

de * tendent donc, tous en meme temps, vers zero. 

Donc, certaines des r^actions, ^N^^ N^^ ... Nj,^ par exemple, tendront 
vers zero] le Systeme tendra ä abandonner les liaisons avec frottement d'oü 
proviennent ces r^actions. En mgme temps les vitesses des autres points 
frottants ^'t+i,n+27 ••• 'p tendront vers zero et les glissements correspondants 
tendront k disparattre. 

Le Systeme, dans son ensemble, cherchera donc bien ä ^chapper au 
frottement. 

3. Nous avons adopt^, pour plus de simplicit^, les lois pratiques du 
frottement de glissement Mais les memes conclusions subsistent pourvu qne 
Ton admette la loi g^ndrale suivante: la force de frottement de glisse- 
ment d^uu Corps solide A sur un corps solide B, regard^ comme immobile, 

13» 
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est une force F^ essentiellement positive, dirig^e en sens contraire de la 
vitesse v du point en contact et s'annnlant seulement si la r^action nor- 
male s'annnle. En effet, dans ces conditions, le travail el^mentaire de F 
est " Fy dt^ expreasion essentiellement negative qui s' annale seulement 
quand la r^action normale ou la vitesse de glissement s'annulent. 

4. Nous avons envisag^ seulement le frottement de glissement. Mais 
les mgmes consid^rations s'^tendent au frottement de ronlement et au frotte- 
ment de pivotement. Pour s'en assurer, il suffit de remarquer, pour le 
frottement de roulement, par exemple, que le travail ^l^mentaire eflFectu^ 
par les forces provenant du frottement de roulement est de la forme —Kdt^ 
K ^tant une quantit^ positive qui s'annule seulement si le roulement cesse 
ou si les deux corps qui roulent Tun sur l'autre se s^parent. 

ö. II va de soi que les r^actions sont suppos^es finies. On voit aussi 
que Texpression tendre vers zero doit 6tre entendue dans le sens suivant 
La quantit^ <P et les autres grandeurs analogues varient de teile fagon qu'il 
existe toujours une suite de valeurs de ( pour lesquelles elles soient plus 
petites que tout nombre positif donn^, si petit soit-il. II peut arriver que ^ 
varie en oscillant et oii ne peut rien dire a priori de sa limite superieure; 

un raisonnement analogue au pr^c^dent montre que l'int^grale f 4>dt reste 
finie, ce qui donne une indieation sur le mode ^e Variation de 4^. 
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Nouvelles applications des paramätres Continus 
ä la thöorie des formes quadratiques. 



Premier Memoire. 

Sur quelques propri^tes des formes quadratiques 
positives parfaites. 

Par M. Georges Voronoi a Varsovie. 



In(7'odiic(ion. 

Hei*mite avait introdait dans la th^orie des nombres nn principe 
Douveau et f^cond, k savoir: ^tant donn^ an ensemble {X) des syst^mes 
(^M ÄTi, . . . x^ des valeurs entiöres de x^^ X2j . . . x^^ on fait correspondre 
k rensemble (X) un ensemble (R) compos^ des domaines d^termin^s k Faide 
des param^tres Continus (>,, (>2) • • •(^m de mani^re qu' en ^tadiant l'ensemble 
(Ä) on Studie en mßme temps Tensemble (X). 

Hermite a montr^*) de nombreuses applications du nonveau principe 
pour la g^n^ralisation des fractions continues, pour la recherche des unit^s 
alg^briqnes etc. 

Les id^es ^Hermite ont ^t^ d^velopp^es dans les travaux de M. M. 
Zolotareffj Gharve^ Selling^ Minkowski^'') 



•) Hermite. Extraits de lettres de M. CA. Hermite ä M. Jacobi sur differents 
objets de la theorie des nombres. (Ce Journal t. 40, p. 261.) 

Hermite. Sur Tintroduction des variables continues dans la theorie des nombres. 
(Ce Journal t. 41, p. 191.) 

Hermite. Sor la theorie des formes quadratiques. (Ce Journal t. 47, p. 313.) 

**) Zolotaref. Sur une equation indeterminee du troisieme degre. (Peters- 
bourg, 1869^ en russe.) 

Zolotareff. Theorie des nombres entiers complexes avec des applications au 
calcul integral. (Petersbourg, 1874, en russe.) 
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Je me propose de publier une sdrie de Memoires dans lesqnels je vais 
exposer de nouvelles applications du principe d'HennUesLWx diff^rents probl^mes 
de la th^orie arithmötique des formes quadratiques d^finies et ind^finies. 

Dans ce Memoire, j'^tudie Ics propri^tes du minimum arithm^tique 
des formes quadratiques positives et de ses difförentes repr^sentations par 
des syst^mes de nombres entiers. 

Hermite a d^couvert une propri^te importante du minimum M des 
formes quadratiques positives -ra.y.i^.r^ k n variables et du d^terminant /), 
k savoir: 

w— 1 



u<{t) "rn, 



et il a montr^ de nombreuses applications de cette formule. 

Dans une lettre k Jacobi, Hermite a dit:*) 

^Ce qui pr^c^de, indique suffisamment une infinit^ d'autres cons^- 
quences analogues qui, toutes, viennent d^pendre de la recherche difficile 
d'une limite pr^cise du minimum d'une forme d^finie quelconque. Lk-dessus 
je ne puis former qu'une conjecture. Mes premi^res recherches dans le 
cas d'une forme k n variables du determinant D m'avaient donn^ la limite 

\ö) ^ A J^ ö^'s port^ k pr^sumer, mais sans pouvoir le d^naontrer que 

n-l 

^ ) doit ßtre remplac^ par „ ^^ 

^ \n + V 

M. M. Korkine et Zolotareff ont entrepris la recherche de la limite 
pr^cise du minimum des formes quadratiques positives de mSme determinant 

En d^signant par M{a.j) le minimum et par D(aij) le determinant 
de la forme -S'a.^^'-.r,, on aura le minimum 

d'une forme quadratique positive k determinant 1. 

Cliarve, De la reduction des formes quadratiques teruaires positives et de leur 
applicatiou aux irrationnelles du troisieine degrc. (Suppl. au t. IX des Anuales Scientifiques 
de l'Ecole Normale Superieure, 18W,) 

Selling. Über die binären und ternären quadratischen Formen. (Ce Journal 
t. 77, p. 143.) 

Minkowsku Geometrie der Zahleu. (Leipzig, 189G.) 

•; Ce Journal t. 40, p. 296. 
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En vertu du th^oröme d'IIermite la fonction 9JK^o) vörifie Tin^galit^*) 

donc eile est born^e dans Tensemble (/) de toutes les formes quadratiques 
positives ä coefficients r^els. 

M. M. Korkine et Zolotareff ont d^montre**) que la fonction 90? (rt^^) 
poss^de plusieurs maxima dans Tensenible (/') qui correspondent aux diffe- 
rentes classes des formes quadratiques positives äquivalentes. 

La limite indiquee par Herviite dans la lettre k Jacobi (Heu 

\n + i 

cit^) n'est qu'une valeur maximum de la fonction 9JJ (a,^). 

Les formes quadratiques positives binaires et ternaires poss^dent un 
seul maximum qui est donc, dans ce cas, la limite pr^cise des valeurs de 
la fonction 9K(^//^). 

A partir du nombrc de variables w>4, on rencontre plusieurs maxima 
de la fonction SSHia^j). 

M. M. Korkine et Zolotareff ont trouv^ plusieurs valeurs des diff^rents 

maxima de la fonction SS)\ Qfij) qui surpassent la limite indiquee par 

Hermitej mais ne surpassent pas la limite 2. 

La recherche de la limite pr^cise du minimum des formes quadratiques 
positives de m6me d^terminant se r^duit, d'apr^s M. M. Korkine et Zolotareff^ 
ä la recherche de toutes les classes diff^rentes des formes quadratiques 
positives auxqnelles correspondent les valeurs maxima de la fonction 9Ji («,;). 

Le maximum maximorum des valeurs de la fonction 9R(^,v) est la 
plus grande valeur de la fonction SK (a,^), qui präsente une fonction num^ri- 
que fJ^(n). 

M. M. Korkine et Zolotareff ont d^termin^ les valeurs suivantes de 
la fonction i^{n)\ 



*) M. Minkowski a montro une limite superieure de la fonction SK (a,;) 

beaucoup plns simple que celle d^Bermite. (Minkotvski» Über die positiven quadratischen 
Formen und über kettenbruchähnliche Algorithmen. Ce Journal t. 107, p. 291.) 

•*) Korkine et Zolotareff. Sur les formes quadratiques. (Mathematische Annaleu, 
t. VI, p. 366 et t. XI, p. 242.) 
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/^(2)=|/|, /^(3)=V2, A^(4)=y4, ^(5)=}/8. 

Ils ont appel^ extrgmes les formes quadratiques qui rendent k la 
fonction 3K(a,;) une valeur maximum.*) 

Les formes qaadratiqaes extremes jouissent d'ane propri^t^ importante, 
k savoir: 

I. Chaque forme quadratique extreme est determinee par la valeur de 
son minimum et par toutes les representations de ce minimum, 

M. M. Korkine et Zolotareff ont d^termin^ toutes les classes des formes 
extremes k 2, 3, 4 et 5 variables. 

En ^tudiant ces formes extremes, j'ai remarqu^ qu'elles sont toutes, 
bien d^finies par la propri^t^ (1). Ce n'est qu'k partir des formes positives 
k six variables que j'ai rencontr^ des formes quadratiques positives qui 
jouissent de la propri^t^ (I) et ne sont pas des formes extremes. 

J'appelle „parfaite^ chaque forme quadratique positive qui jouit de 
la propri^t^ (I). 

Je d^montre que Tensemble de toutes les formes parfaites k n 
variables peut 6tre partag^ en des classes dont le nombre est fini. 

Toute forme extreme ^tant, en vertu de la propri^t^ (I), une forme 
parfaite, il en rösulte que la fonction fi (n) präsente le maximum des valeurs 
de la fonction SSSiioy) qui correspondent aux diflKrentes classes des formes 
parfaites. 

J'ai Stabil un algorithme pour la recherche des diff^rentes formes 
parfaites en introduisant une d^finition des formes parfaites contigue's. 

A cet effet, je fais correspondre k Tensemble (ip) de toutes les 

formes parfaites k n variables un ensemble (ß) des domaines k ^ ,^ ^ dimen- 
sions d^termin^s k Taide des in^galit6s Unfaires. 

L'ensemble {R) des domaines k — ^^ — - dimensions präsente une par- 
tition de Tensemble (/) de toutes les formes quadratiques positives k n variables. 

Chaque domaine R poss^de dans Tensemble (R) un domaine contigu 

qui est bien d^termin^ par une face quelconque k ^^^^"*" ^ — 1 dimensions du 
domaine 9t. 



*) Voyez: Minkowski: Diskontinuitätsbereich für arithmet. Äquivalenz. (Ce Journal 
t. 129, § 10, p. 247.) 
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Je d^montre qne le domaine li correspondaiit ä la forme parfaite 
y (x,, a*2, ... a^J ^tant d^termin^ par les in^galit^s lineaires 

^P^O ^^iJ ^ 0? (A = l, 2, ... a) 

on aura a formes parfaiten d^fiiiies par les ^galit^s 

(1.) (Pk(^\i^h,'''^r„) = (f>(A\,x,,...x„) + {ß,yj/^a\,a^.,,...^ (*=t,i,...o) 

oh 

k condition que le paramtitre positif p^ (/:= l,2,...a) präsente la plus petite 
valenr de la fonction 

oü V^*0^'n*^'^? ••• -O < et M est miniraum de la forme 7) (.r,,a'2, ... a^„). 

J'appelle „contigues k la forme parfaite f/' (A'i,.r.2, ... .tj" les formes 
parfaites (1.). 

Chaque Substitution ä coefficients entiers et k d^terminant + 1 apparte- 
nant au groupe (/ des substitutions qui ne cbaugent pas la forme (p ne fait 
que permuter les formes (1.). On peut, donc, partager les formes (1.) en 
des classes des formes equivalentes ä Taide des substitutions du groupe g. 
En choisissant une forme dans cbaque classe, on aura un Systeme des formes 
parfaites contigues h la forme parfaite cp qui peut remplacer le Systeme (1.). 

En procedant de cette mani<ire, on peut obtenir un Systeme complet 
des representants des diflF^rentes classes des formes parfaites. 

Les domaines correspondants formeront un Systeme eomplet des re- 
presentants des diff^rentes classes de Tensemble (Ji). 

J'ai remarque qu'un Systeme pareil 

(2.) li,Ii,Ji,,...Ii,_, 

des domaines de Tensemble (li) peut servir ä la reduction des formes 
qnadratiques positives. 

J'appelle r^duite cbaque forme quadratique positive appartenant ä 
Tun des domaines (2.). 

II en r^sulte de cette definition: 

I. Chaque forme quadratique positive peut etre transformee en une 
%rme reduite equivalenie, ä Caide dune Substitution qui prcsente un produtt 

Journal für Mathematik IJd. 133. Heft '2. 14 



102 Voronoi, nur quelques propiu-ivH des formen quadratiques positives parfaifes. 
des substitutions appartenant ö xine Serie de snhstitutions 

qui ne dependent qve du choix du Systeme (2.). 

IL Deux formes reduites ne peuvent etre equivalentes qua condition 
que la Substitution correspondante appartienne a une Serie des substitutions 
dont le nombre est Jbu\ 

Le c6t^ faible de la m^thode nouvelle de r^duction des formes 
quadratiques positives, expos^e dans ce Memoire, consiste en ce que le 
nombre des substitutions qui transforment en soi-meme les domaines de 
Tensemble (li) ou lenrs faces est, en general, tr^s grand. 

L'application de la th^orie g^n^rale exposee dans ce Memoire aux 
exemples num^riques serait facilit^e notamment si Ton savait r^soudre le 
Probleme suivant: 

Etant donne un groupe G des substitutions qui transfonnent en soi- 
meme un domaine /?, on demande de partager ce domaine en des parties equi- 
valentes dont le nombre serait egal au nombre — -^— substitutions du groupe 

G et ä condition que le nombre des faces a — -^— — 1 dimensions des do- 
maines obtenu.s soit le plus petit j)ossible. 

J'expose dans ce Memoire la Solution du probl^me ^uonc^ dans deux 
cas: n = 2 et n = 3. 

A partir du nombre des variables /^^4, je ne counais aucune 
Solution pratique du probleme pos^. 
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Premiere partie. 

Theorie generale des fonnes quadratiques positives parfaites 
et des domaines qui leur correspondent. 



Definition des fonnes quadratiques parfaites. 

1. Soit 
(1.) (p (x, , .1-, , . . . x,) = :^a,j .r, .r. 

une forme quadratique positive quelconque. En d^signant par 

les diff<6rente8 repr^sentations du minimom M de la forme -Za.^r.a;^, on aura 
les 6galit^s 

(3.) ^a,jf,Jj, = M, (.=1,2,...,). 

On ne consid^rera pas dans la saite les deux syst^mes 

Gik.hky-Lk) et (-/,*, — /2*,...-^«jfc)» (A=i.2,....) 

comme diffi^rents et on choisira arbitrairement Tun de ces systemes. 
En vertu de la sappositiou faite, on aura Tin^galitö 

2:a,jX,Xj>M 

k coiidition qu'un Systeme (xi^X2^...d\) des valeurs enti^res des variables 
^n^2v*p» n'appartienne pas k la s^rie (2.), abstraction faite du Systeme 
^•,=0, .r2 = 0,....r« = 0. 

En envisageant les ^galites (3.) comme les ^quations qui servent ä 

döterminer .^ coefficients de la forme quadratique SaijX^Xj^ on n'aura 

qne deox cas ä examiner: 

1.) il existe un uombre infini de Solutions des ^quations (3.), 
2.) les ^quations (3.) n'admettent qu'un seul Systeme de Solutions. 

14* 
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2. Examinons le premier cas. 

Admettons qa'il existe un nombre infini de Solutions des ^quations (3.). 

On trouvera dans ce cas un nombre infini des valeurs des parametres 

P,^=P,,, (.«1,2,...«; y-l,2,..M 

v^rifiant les ^quations 

(4.) -S;;,, /,*/,, = 0, a=i,2,...,) 

les valeurs p^ = 0, ^= 1, 2, ... n; ;= 1, 2, ..• n ^tant exclues. 
En d^signant 

envisageons Tenseroble des formes quadratiques positives d^terminees par 
r^galit^ 

(5.) /0f,v^2,...O = </^(^n.'^2,.--O + ev^Grn.r2,.--O? 

le paramitre p ^tant arbitraire. 

Pour qu'une forme quadratique determin^e par l'^galit^ (5.) soit posi- 
tive, il faut et il suffit que la valeur correspondante du param^tre q soit 
contenue dans un certain intervalle 

-Ä'<p</f. 

II peut arriver que li = + oc^ dans ce cas la limite inf^rieure — li* 
sera finie. En remplagant dans T^galit^ (5.) la forme V^(.r,,.r2, ... .r„) par 
la forme — V'C^m^j, ... ^„), ce qui est permis en vertu de (4.), on aura 
rintervalle 

donc on peut supposer que la limite sup^rieure li est finie. 

La forme quadratique correspondante, d^terrain^e par T^galite 

ne sera pas positive, mais eile n'aura pas non plus de valeurs negatives; 
on en conclut qu'au moins pour un Systeme (^i,l2, ...f«) des valeurs reelles 
des variables aji, .Tj, ... a„ la forme /0^*i,.T2, ... .r„) atteint ä sa valeur la plus 
petite qui est nulle, et il s'en suit que le Systeme (li,l27-.0 v^rifie les 
^quations 
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et il s'en suit qoe 

(10.) cp{k,k,...Q'>M et V^(/n/2,...O<0. 

Cela po8^, cherchons la plus petite valeur de la fonction 

d^termin^e ä condition 

(12.) V'(^i,.i2,.-^0<0. 

A cet effet, examinons Tin^galit^ 

En vertu de (9.), (10.) et (12.), on aura 

La forme quadratique (f(xi^X2^...x„) + ()ifj{x\.X2j...x„) ^tant posi- 
tive, il n'existe qu'un nombre lirait^ de valeurs enti^res de Xi^X2^...x^ 
v^rifiant cette in^galit^. Parmi ces syst^mes se trouvent tous les syst^mes 
qui rendent ä la fonction (11.) la plus petite valeur d^termin^e ä condition (12.). 

D^signons par 

(13.) (/;, ^', ... 0, ar, K^ ... o, ..• m r, .•• r) 

toutes les repr^sentations du minimum positif (fi de la fonction (11.)* 
En posant 

(Pl(Xi,X2,...X,;) = (pQl\^X2,...Xn) + ()ilpiX,^X2^...X^), 

on obtient la forme quadratique positive (pi{^\^oc2^...x„) dont le minimum 3/ 
est repr^sente par les syst^mes (2.) et (13.), c'est ce qu'on d^montrera 
Sans peine. 

4. A Taide du proc^de expos6 pr^c^demment, on d^terminera une 
s^rie des formes quadratiques positives 

(14-) V,9>i,</>2,... 

qui jouissent de la propri^t^ suivante: en d^signant par s^ le nombre des 

repr^sentations du minimum de la forme (pk(f^=^}^y')i on aura les 
inegal it^s 

(15.) s<:s,<:s2<:"' 
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Une s^rie semblable de formes quadratiques positives ä n variables 
ne peut £tre prolong^e ind^finiment, c'est ce qu'on d^montrera k Taide du 
lemme suivant. 

Lemme. Le nombre de differentes representatiom du mtnimum d\me 
forme quadraiique positive a n variables ne surj)asse pas 2" — 1 . 

D^signoDS par (/i,/2, .--O ^t (JUK^^^^Q deux repr^sentations quel- 
conques du minimum M de la forme quadratique positive JSa^fXfXj. 

Admettons qu'eii posant 

(16.) /;=/,+ 2/,, 0=1.2.... n) 

las nombres t^^ti^...t^ soieiit entiers. 
Comme 

2a,i:i; = M et ^./, /,/, = .!/, 

«n vertu de (16.), il vient 

On pr^sentera cette ^galit^ sous la forme 
(17.) :Sa,,(l,+ f,)ilj + 0+2a,jt,tj=^2a,J,l^. 

En observant que 

on trouve, en vertu de (17.), 

^■'^^o(/, + 0(// + ^.)<o, 

donc il est n^cessaire que 

^^^>(/.-fO(/.+0=o, 

et par suite 

/.+ ^.r=0. (1 = 1, 2,. ..n) 

A cause de (16.), on obtient 

//= — /,.. 0-1, 2,...!.) 

Cela pos^, partageons Tensemble (A") de tous les syst^mes CTi,a:2,....r„) 
es valeurs enti^res de Ä*i,.r2, ... r,, en 2** classes, par rapport au module 2. 
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Nous avons d^montr^ que deux repr^sentations diff^rentes du minimum 
il/ de la forme Sa^x^Xj n'appartiendront pas ä la m^me classe; ancune 
representation du iniuimum M n'appartieiidra non plus ä la classe compos^e 
des syst^mes (^i, ^'25 ...^n) satisfaisant ä la condition 

Xi^O (mod2), 0=1, 2. ...n) 

donc le nombre des differentes repr^sentations du miDimum d'une forme 
quadratique positive iie peut etre sup^rieur ä 2'*— 1. 

6. Nous avons d^montr^ que la serie (14.) des formes quadratiques 
positives satisfaisant k la. condition (15.) ne pcat 6tre prolong^e indefiniment, 
donc la s^rie (14.) sc terminera par une forme (pj, qui jouit de la propri^t6 
suivante: la forme (p„ est d^termin^e par les repr^sentations de son minimum. 

Drjinitiou. On appe/leru parfaite chaque forme quadratique positire 
qui est dt'termviee par les represe)itations de son minimum. 

Supposons que la forme (1.) soit parfaite, on n'aura dans ce cas 
qu'un seul systiJme de solutions des equations (3.). 

En vertu de la supposition faite, les equations 

n'admettent qu*un seul Systeme de Solutions 

En eifectuant la Solution des Equations (3.), on obtient les ^galites 

a,j=^aiiM^ 0=1,2,...«: >=i,2,...«) 

oü les coefficients a.. sont rationnels. 

II en resulte que la forme parfaite ^ est k coefficients rationnels. 

On ne considerera pas dans la suite comme diflf^rentes les formes parfaites 
k coefficients proportionnels. 

Proprictcs fondamentales des formes quadratiques jjarfaites. 

6. Soit 

(p(x,,x,,...x„) = :2:a^jX,Xj 

une forme quadratique parfaite. Supposons que toutes les representations 
differentes du minimum de la forme parfaite (p composent la s^rie 

(10 (mm4i V '«1)1 (m2i '.'21 •••%?)»••• («159 '2,? ••• '«*)• 
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En choisisdant ii syst^mes quelconques dans cette s^rie, examinoiis 
le d^terminant 

MM M2? ••• 'in 

'211 *22 1 • • • '2 « ; = i ^ • 



(2.) 



• Ä M 'w 2 j • • • ^»1 « I 



Tous les d^terminants que Ton peut former de cette mani^re ne 
peavent s'annuler. En admettant le contraire, on aura s ^galit^s de la forme 



(3.) /,Jfc= ^ /,r^4*\ = 1, 2, ...n; *=1,2,...,) 



On choisira iin Systeme de ^ ,J" ^ param^tres jhj = Pjt v^rifiant 
^^^~ ^quations 

^Vij^irht — ^^ (r=l,2,...n-l; <=1, 2, ... n~l) 

et en vertu de (3.), on aura 

^Pu^ik^Jk^^^ = 1. 2,...*) 

ce qui est impossible. 

La valeur num^rique w du d^terminant (2.) ne peut surpasser une 
limite fixe. Pour le d^montrer, effectuons une transformation de la forme 
parfaite (p ä Taide d'une Substitution 

(4.) .r,= i:/,,.7v; «=i.2....n) 

r=l 

on obtiendra une forme 

oü 

(5.) ali=^M. o=:i,2,...») 

En d^signant par /)' le d^terminaut de la forme (p\ on aura Tin^galit^ 

ali«22...fl'«»>^', 

en vertu de la propri^t^ connue des formes quadratiques positives. 
Ayant ^gard ä (5.), on obtient 

(6.) ]\r>D\ 

En d^signant par D le d^terminant de la forme % on aura, ä cause 

de (2.) et (4.), 
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donc rin^galit^ (6.) se r^duit ä celle-ci: 

En verta du th^or^me i'Hermite, on a l'in^galit^ 

J/</«(n)fZ); 
il B'en suit qoe 

(7.) «><[^(«)]l*) 

7. Chaque forme parfaite sera transform^e ^videmment en une forme, 
parfaite au88i, ä Vaide de toute sobstitiition lin^aire k coefficients entiers et 
k d^terminant + 1. 

On en conclat qull existg un nombre infini des formes parfaites 
äquivalentes. 

L'ensemble (y) de tontes les formes parfaites k n variables peut fetre 
partag^ en des classes diff^rentes k condition qae chaqne classe soit compos^e 
de tontes les formes parfaites äquivalentes. 

Theoreme. Le nombre de classes differentes des formes parfaites ä n 
variables est fini. 

D^ignons par 

s formes Unfaires 

(8.) ^1,^2,...^, 

qni correspondent aux syst^mes (1.) de repr^sentations du minimam de la 
forme (p. 

On etablit de cette mani^re une correspondance uniforme entre une 
forme parfaite (p et le Systeme (8.) de formes Unfaires. 

Supposons qu'on ait transform^ la forme parfaite (p k Taide d'une 
Substitution S k coefficients entiers et k d^terminant ± 1, on obtiendra une 
forme parfaite äquivalente (p\ D^signons par 

(9.) /-i, ij, .../., 

le Systeme correspondant des formes lineaires. 

*) Voyez le Memoire de M. M. Korkine et Zolotaren sur les formes quadratiques 
iH)sitives. (Mathematische Annalen, t. XI, p. 256.) 
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Oll d^montrera ais^ment que la Substitution 7, adjointe k la Sub- 
stitution S*) transformera le Systeme (8.) en un Systeme (9.). 

On en conclut qu'une certaine r^duction des formes parfaites peut 
^tre effectu^e k l'aide de la r^duction des syst^mes correspondants des 
formes Unfaires. 

La r^duction du Systeme (8.) se ram^ne, en vertu de (7.), k la r^duetion 
de n formes Unfaires quelconques 

(10.) ^Mi2,...A„ 

apparteuant au Systeme (8.) et k d^terminant + w qui ne s'annule pas. 

On d^terminera k l'aide de la m^thode connue une Substitution T 
qui transformera les formes Unfaires (10.) k coefficients entiers en des 
formes Unfaires 

(11.) ^n^v'*^M 

satisfaisant aux conditions suivantes: 

PnP22'''Pnn = (^ ^iPkk>0^ (*«1,2,...«) 

0<P* + ,-.*</^**- = l,2,...n-Ä; lr=l,2....n) 

Les coefficients des formes (11.) ^tant entiers, il en r^sulte que ces 
coefficients ne surpassent pas des limites fixes. 

La Substitution T transformera le Systeme (8.) en un Systeme 

de formes Unfaires. En examinant successivement les d^terminants des formes 

(/i,A2,...A;,), (i',,Äi,...Al),...(^l,Ä2,...ii), (*=« + !, »-+-2....,), 

on d^montrera que les valeurs nura^riques des coefficients de toutes les 
formes lin^aires (12.) ne surpassent pas des limites fixes. 



*) La Substitution S etant definie par les egalites 

n 
Xi = 2: Clik^k, (. = l,2,...n) 

on appelle „Substitution adjointe ä S** la Substitution T qui est determinee par les 
egalites 

n 
JT akiXk =x'i. (i=l,2,...«) 

15* 



112 Vorono'i, sur quelques proprietes des formes quadratiques positives parfaites. 

Le nombre des syst^mes pareils de formes Unfaires k coefficients 
entiers ^tant limit^, il en r^snlte qae le nombre des classes difif^rentes des 
formes parfaites est aussi limit^. 



Su)' les domaines determines ä taide des inegalites Uneaires. 

8. Nous avons vu au n"7 que T^tude des formes parfaites peut etre 
ramen^e ä V^tode de certains syst^mes de formes Unfaires. 

On acquerra une nouvelle base ä ces recherches en faisant corre- 
spondre k chaque forme qnadratique parfaite k n variables un domaine k 
^^^J" ^ dimensions d^termin^ k Taide des in^galit^s Unfaires. 

On abordera pr^alablement le probl^me g^n^ral en ^tndiant les pro- 
pri^t^s des domaines d^termin^s k Taide des in^galit^s lin^aires.*) 

Envisageons un Systeme des in^galit^s lin^aires 

k coefficients r^els quelconques. 

On appellera point (x) chaque Systeme (^n*i'2, ..-^m) des valenrs 
reelles des variables ai,a'2, ... :r„, et on d^signera 

On appellera „domaine" Tensemble R des points v^rifiant les in^galit^s 

(1.) yk(/)>^^ (*=l,2,...a) 

Supposons qu'au domaine R appartieunent des points v^rifiant les 
in^galit^s 

on appellera de tels points int^rieurs au domaine R^ et le domaine R sera 
dit k m dimensions. 

II peut arriver que le domaine R ne poss^de pas des points Interieurs, 
on d^montrera que dans ce cas tous les points appartenant au domaine R 
v^rifient au moins une ^quation 

Tindice h ayant une valeur 1,2,... a. 



*) Voyez: Minkowski. Geometrie der Zahlen, n^ 19, p. 39. 
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II est importont d'avoir un criterium k l'aide duquel oii poorrait 
jTCconnaltre, si un domaine d^termine k Taide des in^galit^s (1.) sera k m 
dimensions ou non. 

Principe fondamental. Pour qu lui domaine dHermine ä Vaide des in- 
€^^<ialites (!•) soit a m dimensions^ il faut et il suffit que Vequation 

(*) i(>.i/.G^O = o 

■^^e se reduise pas en une identiie tont que les pararnetres pi, P2? ••• (>a ^^^^ 
^^ositifs ou nuls, les valeurs pj = 0, P2 = 0, ... p^ = etant exclaes. 

Le principe ^none^, consid^r^ d'un certain point de vue, est Evident, 
Txiais on ne parvient k la d^monstration rigoureuse de ce principe qu'k l'aide 
de r^tude approfondie des domaines d^termin^s k l'aide des in^galit^s 
Unfaires. 

Ponr plus de simplicit^, on n'examinera dans ce qni sait que des 
domaines satisfaisant k la condition suivante: les ^quations 

(2.) ^^(^0 = (t=l.2....a) 

ne peuvent 6tre v^rifi^es par aucun point, le point rj^O, .r2 = 0, ... a:„, = 
^tant excln. 

II est ais^ k d^montrer que le cas g^n^ral se raro^nera toujonrs au 
caB examin^. 

9. Definition. On appellera arete du domaine R dfHermine ä Vaide 
des inegalites (1.) Vense^nble des points appartenant au domaine li et verifiant 
les equations 

!/k GO = , (*:= 1, 2, ... r au r < o) 

ä condition que ces equations definissent les valeurs de .r,, ^2, ... x,^ ä un facteur 
commun pres. 

En d^signant par (li, ^27 •.. s«) un point de l'arete consid^rde, on 
d^terminera tous les points de l'arete k Taide des ^galit^s 

»i'. = Ps, (.=1,2,...«) 

f^ ^tant un param^tre positif arbitraire. 

II en r^sulte que cbaque arete du domaine J{ est bien determin^e 
par chaque point y appartenant. 
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Supposons que le domaine Ä poss^de .<? aretes caract^ris^es par les 
points 

Kn posant 

(3.) ^i^^JS^ihlk, 0=1,2,...«) 

oü 

(4.) P*^ö, (1=1,2,...,) 

on obtient un point (x) appartenant au domaine R. les parara^tres positifs 
ou nuls (>i,P2,..-(>, ^tant arbitraires. 

10. Theoreme fondamentaL Supposons que les incgalites (1.) qui de- 
finissent le domaine R satisfassent ä la condition (:{:). 

Le domaine R sera ii m dimensions et chaque point y appartenant sera 
determine par les eyalites (3.) ä condition (4.). 

Le th^or^me enonc^ est bien connu dans le cas m = 2 et m = 3. 

Nous allons d^montrer qu'en snpposant qoe le th^or^me soit vrai 
dans le cas de m — 1 variables, ce th^or^me sera encore vrai dans le cas 
de 7n variables. 

Examinons pr^alablement les diff^rentes in^galit^s du Systeme (1.). 
II peut arriver que plusieurs d'entrelles puissent 6tre mises sous la forme 

On appellera d^pendantes de telles in^galit^s et on les exclura du 
Systeme (1.). 

Supposons que le Systeme (1.) ne contienne que des in^galit^s in- 
d^pendantes. 

Leur nombre rr, en vertu de la supposition faite (2.), ne sera pas in- 
f^rieur ä m. 

Cela pose, examinons un ensemble P,, des points appartenant au 
domaine R et verifiant une ^quation 

(5.) 2/.C^0 = O, 

Tindice h ayant une valeur l,2,...a. 

On appellera „face du domaine R^ le domaine Ph- 

En vertu de la supposition faite, la face P^ sera ä m — l dimensions. 
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Ponr le demontrer, faisons correspondre k chaqae point (.r) v^rifiant 
T^qaation (5.) un point 00 k m—1 coordonn^es (?^i, ^/^, ... w„,_j) en posant 

m— 1 
(6.) J(^i= JS Ciijtlj. (« = l,2....nO 

Le Systeme des in^galit^s (1.) sera transform^ en un Systeme 

(7.) ^*00^Ö (*=l,2,...a;ÄtÄ) 

des in^galit^s ä m — 1 variables '^i, ?^2j ••• ^'m-i- 
Admettons qa ou sache r^duire T^quation 

ff 
(8.) -2^ e*^» 00 = oh (>Ä = et Pit>0 (*=i,2,...ö) 

lr=l 

en nne identit^. En vertu de (6.), on obtiendra Tidentitii 

On ne peut pas supposer que p > 0, puisque autrement Tinegalitd 

serait d^pendante et en vertu de la supposition faite n'appartiendrait pas au 
Systeme (L). 

En supposant que p<0, on posera p;^= — p et on obtiendra l'identit^ 

i:p*^*0r) = O OÜ P,>0, (A: = 1.2,...a) 

ce qui est contre Thypoth^se. 

Nous avons suppos^ que le th^or^me ^nonc6 soit vrai dans le cas 
de m — 1 variables. Comme l'^quation (8.) ne peut 6tre rdduite en une iden- 
tit^, on en conclut que le Systeme des inegalit^s (7.) d^finit un domaine % k 
m — 1 dimensions. De plus, en d^signaiit par 

(90 0^11?'^21,..-?^«-l,l)', 0^2,?^22,...''m-l,2),...(?^in^^2.M---^'m-1.0 

les points qui caract^risent t argtes du domaine ^;,, on d^terminera chaque 
point 00 ^^ ^^ domaine par les ^galites 

t 

(100 ^^=2^P*?^* OÜ Pit>0, (i = l,2, ..r, , = l,?,...m-l) 
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On fera correspoiidre aux points (9.) les points 

(11.) (^r) = (llr7^2r,.-.^mr), (r=l,2,...0 

en les d^terminant ä Taide des ^galit^s (6.) et (9.). 

Les points obtenas(ll.) caract^risent t arStes da domaine /? appartenant 
ä la face I\. Chaque point (x) appartenant k la face P,, sera d^termin^, 
en vertu de (6.) et (10.), par les ^galit^s 

t 

(12.) Xi= 2: Qk^ik OÜ p*>0, (1 = 1,2,...^, 1 = 1,?,... m) 

Observons que tous les points (11.) verifient lYquation 
(13.) 2/.G^) = 

et satisfont aux conditions 

?A(^-)<^0. (Ä = l,2,...a) 

On obtient donc les inegalit^s 

(14.) y.(^;) = (r=U2,...o 

et les in^galit^s 

i/ki^r)^^» (r=l,2,...r; *=1.2,...<j) 

La face 1\ ^tant ä ??i — 1 dimensions, les ^galit^s (14.) d^finissent 
les coefficients de T^quation (13.) h un facteur commun pr^s. 

11. Supposons qu'on ait d^termin^ de cettc mani^re tontes les faces 

(15.) /^,i2,. ..-/<, 

ä m — 1 dimensions du domaine li. 
Supposons que les points 

(16.) (10 = (^"u, S2k^'"Lk) (* = 1.2,...,) 

caract^risent les differentes argtes du domaine li appartenant anx difif^rentes 
faces (15.). 

En d^signant 
(17.) Xi=2:(fk§ik Oll eA>0, a=i,!2,...,; .=1,2,...«.) 

on obtient un ensemble de points qui tous appartiennent au domaine li. 
Je dis que chaque point (x) appartenant au domaine R peot fetre 
d^termin^ ä Taide des ^galit^s (17*). 
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On pent supposer que le point {x) n'appartienne k ancnne des faces 
(15.), pnisque chaque poiDt y appartenant pent Stre d^termin^ k l'aide des 
6galit^8 (12.). 

En Bupposant qn'on ait les in^galit^s 

2/*(^)>0, (*«l,2....a) 

choisissons arbitrairement un point (1^ parmi cenx de la s^rie (16.) et posons 

(18.) x[=Xi— Q^ir OÜ p>0. C/=1.2,...m) 

Tant que le param^tre ^ est suffisamment petit, on aura aussi 

i/j(:r')>0. (*=i,2,. .0) 

En faisant crottre le param^tre d'une mani^re continue, on d^terminera 
ä Taide des ^galit^s (18.) on point (.r') y^rifiant nne ^qnation 

et satisfaisant anx conditions 

Le point obtenu (.r') appartient ä la face P^» done on peut poser 

t 

x[=2:Q[Sik OÜ pi>0. (* = l,2....f. i = l,2,...m) 

En vertu de (18.), il vient 
t 

^i=9Sir + 2: (fkSik OÜ (>>0, (>i>0, (t = l,2,...<; » = l,2,...m) 



II reste k d^montrer que le domaine /^ est k m dimensions. 
Observons que tous les points d^termin^s par les ^galit^s (17.) k 
condition 

Qk>0 (*.-=!, 2,...,) 

sont Interieurs au domaine R. 

En efifet, tous les points (16.) v^rifient les in^galit^s 

(19.) 2/a(Ia)>0. (* = l,2,...,;Ä = l,2,...a) 

En multipliant ces in^galit^s par (»^, faisons la somme des in^galit^s 
obtenues; on aura, k cause de (17.), 

2/A(^)=i(>k3/A(§*)>0. (A = l,2,...<,) 

A:=l 
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En vertu de (19.), on aura Tin^galit^ 

(20.) i/A(^)>0, (* = 1,2,...,) 

tant que les nombres 2/a(Ii), 3/a(^2),... Vh^^b) ne s'annulent pas. 
On ne. peut pas admettre que les ^galit^s 

3/* (§0 = (*=i,2,...o 

aient Heu, puisque autrement toutes les ^quations 

yi(^)=o, 2/2(^0=0,. .. 2/a(^)=o 

seraient k coefficients proportionnels, ce qui est contre Thypoth^se; donc on 
aura les in^galit^s (20.), et il s'en suit que le domaine i? est km dimensions. 

Nous avons di^montr^ que la condition (:^) est süffisante pour que 
le domaine R soit ä m dimensions. II est ais^ k d^montrer que cette con* 
dition est n^cessaire. 

12. Nous avons d^fini au n"" 10 les faces k m — 1 dimensions du 
domaine R. Cette d^finition peut 6tre g^n^ralis^e. 

Definition. On appellera face ä // dimensions du domaine i? (/^ = 1, 2, . . . m — 1) 
wn domaine P(/u) forme des points apj)artenant an domaine R et verifiant un 
Systeme d'eqiiations 

(21.) y^{x)^Q, (*-i,2,...T) 

ä condition que ces equations definissent un domxiine ä ^ dimensions compose 
des points quL tous, ne verifient aucune autre equation y^^^ (^) = 0, . . . y^ (x) = 0. 

Choisissons parmi les points (16.) tous ceux qui v^rifient les 
Equations (21.). 

En les d^signant par 

§*=(^^*,§2*. ..?.*), (*=1.2,...0 

on posera 

t 

(22.) J-i= j;pifc§,ifc OÜ Qk>0. (*-l,2,...l;i = l,2,...m) 

II est ais^ k d^montrer que chaque point {x) appartenant k la face 
P(^) peut etre d^termin^ k Taide des ^galit^s (22.). 

Corollaire. Chaque face du domaine R est un ensemble des points 
determines par les egalites (22.) ^> condition que chaque point y appartenant 
ne puisse etre detei^mine par les egalites 
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t 



ä moins qiie tous les parametres p^+i, 9^+21 ••• P, ^^^ s'annulent 

13. Chaque point appartenant au domaine R ou est int^rieur au 

domaine R on est int^rieur k une face de ce domaine. 

Snpposons que le point {x) soit int^rieur k une face i (/^) du domaine 

R qui est formte de tous les points d^termin^s par les ^galit^s (22.)« 

Je dis qu'on peut d^terminer toujours le point Qc) par les ^galit^s 

(22.) k condition que 

p;t>0. a=i,2....o 

Pour le d^montrer, d^signons 

«f= 2 iik* (1=1,2,...»») 

Le point (a) est int^rieur k la face P(/^). 
En posant 

(23.) ari = a;, — pa,. oü e>0, 0=1, 2. ...„.) 

on obtient un point (:r,-) qui sera interieur k la face P(/0 tant que le para- 
m^tre q sera suffisamment petit; il s'en suit que 

t 

X\^ 2 Q[§ik OÜ el>0. (*=1.2,...f; , = l,2,...m) 

*=1 

En vertu de (23.), on obtient 

Xi = 2: (e + Pi) ^ik , «=l,2,...m) 

k=z\ 

et en faisant 

e + pi=pifc, (*=i.2....o 

on aura 

t 

Xi= 2: (fk^ik OÜ (>jfc>>0. a = l,2,.../,. ,= l,2,...m) 

*=1 

Observons qu'en faisant ,M = m et ( = s^ on d^signera par le Symbole 
P(rn) le domaine i?; on en conclut que chaque point (x) qui est interieur 
au domaine R peut gtre d^termin^ par les ^galit^s 

$ 

Xi=2:(fk^ik OÜ Pifc>0. (* = 1 2,...,; , = l,2,...m) 

' *=1 



16 



« 



120 Voronoty sur quelques propHetes des foi^vies quadratiques positives parfaiies. 

Sur les domaines correlatifs. 

Vit. Definition. Supposons qitun domaine R soit detei^ne ä Vaide 
des inegalites 

On appellera correlatif au domaine R le domaine 91 qui est forme de 
totes les points (a) determines par les egalites 

a 
(1.) ^i^ 2 QkPik OÜ p*>0. (*«l,2,...<y; <=l,3....m) 

Je dis qae le domaine di sera k m dimensions, si le domaine R ne 
poss^de pas de points verifiant les ^qnations 

le point o:, = 0, .1*2 = 0, ... ^„, = ^tant exclu. 

En effet, si tous les points du domaine 91 v^rifiaient nne mSme 
^quation 

on aarait les egalites 

SlPlk + §2P2k + '" + ^mPmk = 0, (*-1.2....«) 

en vertu de (1.), ce qui est contre Thypoth^se. 

Theoreme. En supposant que le domaine R soit forme de tous les points 
{£) determines par les egalites 

$ 

(2.) A\=-Sp*^,* oh pJt>0, (*=1,2,...5; .^=1,2,...»,) 

^ ^ k^\ 

on definira le domaine correlatif 9t ä Vaide des inegalites 

(3.) lu^'l + ^2*'^2 + --- + fm*^m>0. (*=1.2.....) 

D^signons par 9t' le domaine d^termin^ ä l'aide des in^galit^s (3.). 
En vertu de la supposition faite, tous les points 

V^m^2n ••• SmlJ? C^12?^22? ••• ^/«j;? ••• C^lt»?2t9 •••Smty 

caract^risent les aretes du domaine R^ et on aura les in^galit^s 

(4.) i>I/Ju+7>2/Jot+---+P«.Äb«a>0^ (A-l,2,...a,- t=1.2....0. 
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Nous avons va an n^ 10 que chaque face P* ä m — 1 dimensions 
du domaine R est caract^ris^e par les points 

qui v^rifient r^qnation 

(5.) y.i^)=o 

de la face P^- On obtient les 6galit^ 

qui d^finissent les coefficients pih^p2h^ »''pmh de T^quation (5.) k un factenr 
commun pr^s. 

On en conclut, en vertu de la definition ^tablie au n"" 9, que le point 
(Pih^P2hi "•Pmk) caract^rise une arete du domaine di\ 

En attribuant ä l'indice h les valeurs 1, 2, ...a, on obtient une s^rie 

{Pn^Pili '*• Pmlh P\2l Pn^ '•' PmtJi ••• KPio^ P2al "* Pma) 

de points qui caract^risent des aretes ditf^rentes du domaine di'. 

Je dis que le domaine di' ne poss^de d'autres ar6tes. Ponr le d^montrer, 
supposons qu'un point {pi^pi^^Pm) caract^rise une arete du domaine dt\ 

On aura les ^galit^s 

(6.) PlSlh+P2S2H + '"+PmLk=0, (A-1.2....0 

qui d^finissent les coefficients jt>i,/>2, .../^i^ ä un facteur commun pr^s, et on 
aura les in^galites 

(7.) Pl §ik +P2 l>k + '"P,n l^Jc > 0. (*=1.2....0 

Soit (x) un point quelconque du domaine li. On d^terminera le 
point (x) ä l'aide des ^galit^s (2.). En multipliant les in^galit^s (7.) par Qj, 
et en faisant la somme des in^galit^s obtenues, on aura, k cause de (2.), 

Pl ^l + P2 A + ••• + P^ X«, > 0. 

On en conclut que les in^galit^s 

-PiX,-j),x, i>m.T«.>0 et Pik^r,+p,,x, + "' + p„,x,,>0, 

(t = l,2,,..o) 

d6finis8ent un domaine qui n'est pas k m dimensions. 
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En vertu du th^or^me fondamental du n"" 10, on d^terminera dans ce 
cas des valeurs positives ou nulles des param^tres p,(ii,... (^^ qnr r^duisent 
r^quation 

en une identit^. 

II s'en suit que 

En snbstituant les expressions obtenues de ^^i^i^ai •••i>» dans les 
^galit^s (6.) 7 on aura 

k=»i ff 

En vertu de (4.), on trouve 
Supposons que — >0, il viendra 

done les coefficients j^upiy -"pmi ^^ vertu de (6.), sont proportionnels aux 
coefficients pik^pik^^l^mki ü s'en suit que les points (j)ik^p2k*" PmO et 
(A?i^2»...yO caract^risent la mfime ar6te du domaine dt\ 

En vertu du th^or^me fondamental du n' 10, tous les points du do- 
maine 9fl' seront d^termin^s par les ^galites (1.)» ü en r^sulte que les do- 
maines 91 et M' coincident. 

Corollaire. Supposons quune face P(j^) ä fx dimensiois du domaine 
R soit determinee jyar les equations 

PlkXi+P2k^^2-\-'"+P,nk^m=0, (*-l,2,...t) 

et que chaque point (/) appartenant ä la face P(,u) soit determine par les 

egalites 

t 

Xi= 2; (fi^fj, OÜ pi>0. (A: = l,2..../; 1 = 1,2,... m) 

Jt=l 

Le domaine correlatif 91 possedei^a une face correspondante ^(in^-fi) 
ä 7n — fi dimensions deteinninee par les equations 
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et chaque point (x) appartenant ä la face 5ß (m — fi) sera determine par les 
egahtes 

T 

Xi=JS(fkPik oh e*>0. (*=-1,2,...t; t«l,2,...«) 

*=l 

Definition des domaines de formes quadratiques coirespondant aux diff&rentes 

formes parfaites. 

16. CoDsid^rons nne forme qnadratique parfaite qnelconque (p. 
Sapposons que tontes les repr^sentations du minimnm de la forme (p 
composent la s^rie 

(!•/ vin '21? ••• ^»lyi C'i29 '22 V '«2^5 '•• Cm»? (2*v '«»/• 

En d^ignant 

(2.) ^ifc=/u^'l + /2i^2+- + /nt^n? (t=l,2....0 

on fait correspondre k la s^rie (1.) nne s^rie de formes Unfaires 

'''1 ? ^2 ? • • • '*'3 • 

Envisageons an domaine R de formes quadratiqaes d^termin^es par 
r^galite 

f{x,,x2,...x;)= k^k^l 

ä condition que 

On dira que le domaine R correspond k la forme parfaite (p. 

n (n 4- 1 ^ 

Observons que le domaine R est k — ,-/ ^ dimensions. 

En admettant le contraire supposons que toutes les formes quadratiques 
appartenant au domaine R v^rifient une ^quation lin^aire 

En vertu de la d^finition Stabile, on aura les ^galit^s 

l^(ij[) = (* = 1,2,...,) 

ou, ce qui revient au meme, k cause de (2.), 
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ce qni est impossible, la forme cp etant parfaite. 

En vertu de ce qui a ete dit aux nn^ 9 — 14, le domaine B poss^de 
s arStes caract^ris^eä par les formes quadratiqaes 

(3.) ^M ^2? •••^,. 

Sapposons qu'on ait determine tontes les faces 

ä ^^^J" ^ — 1 dimensions du domaine R. 

Chaque face P^ peut 6tre determinee de deux mani^res: 

1. Toutes les formes quadratiques appartenant ä la face P^ verifient 
une eqnation 

(4.) v'»(/') = ^i4*^«.v = 

qni peut €tre determinee de mani^re que rinegalite 

ait Heu tant que la forme f appartenant au domaine R est exterieure 
k la face Pj,, 

2. En choisissant parmi les formes quadratiques (3.) celles 

Aj, ^2, ••• f't 

qui verifient Tequation (4.), on determinera toutes les formes quadratiques 
appartenant k la face Pj, par les egalites 

oü 

Pi^O. (Ir=l,2,...0 

En vertu du theorfeme du n^ 14, le domaine R peut 6tre considere 
comme un ensemble de points verifiant les inegalites 
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Sur les formes quadratiques extremes. 

16. Designons par M(aij) le minimom et par D^a^^ le d^terminant 
d'une forme quadratique positive -2" a^^ .r,. .r, . La forme quadratique positive 

, ^OfjXiXj sera ä d^terminant 1 et possedera le minimam 

Examinons diflf^rentes valeurs de ]a fonction 9)Ka,v) qui est bien 
d^termin^e dans Tensemble (/) de toutes les formes quadratiques positives 
ä n variables. 

Definition. On ajjpellera extreme*) nne forme quadratique j^ositive 
2 ttij Xi Xj qui jouit de la ])rop7nete que la valeur con^esimidante de la fonction 
ÜJl (ö,v) est maximinn. 

Observons que la fonction ÜJl (a,^) ne ehange pas sa valeur quand 
on remplace une forme quadratique Sa^jXiXj par une forme k coefficients 
proportionnels. 

En attribuant aux coefficients de la forme extreme 2:ayXiXj des 
Variation» 

(/=:l,2,...n} > = l,2,...n} 





fo = *>.- 


satisfaisant k la conditiou 




(1.) 


Uu < « 



(i=l,2,...ff; >=I,2,...n) 

e ^tant un param^tre positif arbitraire, examinons la valeur correspondante 
de la fonction 9K(a,^). 

En vertu de la d^finition Stabile, on pent d^terminer le param^tre e 
de mani^re que Tin^galit^ 

(2.) 9»(a., + ^,)<9»(ao) 

ait Heu ä condition (1.) et tant que les coefficients €ij ne sont pas proportionnels 
aux coefficients 

«... (t=al,2,...»i; >=l,2,...ii) 



*) Voyez le Memoire de M. M. Korkine et Zolotareff, Sur les formes quadratique«, 
Mathematische Annalen t. VI, p. 368.) 
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17. Theoreme. Pour quune forme qiiadratique -2* a^^ x^ Xj sott extreme^ 



il faut et il suffit quelle soit parfaite et que sa forme adjointe JS—~-^ x^ Xj sott 



intenewe au domaine correspondant ä la forme Süi^x^Xj. 
Designons par 

les representations diflferentes du minimum M^fliJ) de la forme Sa^^x^Xj. 
Considerons une forme quadratique -T (gt,^ + p t,.^) a:, a;^ , le param^tre p 
etant arbitraire. On peut deterrainer un Intervalle 

(4.) -^T<p<cT oü 0<(y<l 

de mani^re que toutes les representations du minimum de la forme 
2 (Ofj + p f,^) Xi Xj se trouvent parmi les systömes (3.) tant que les variations 
e^j satisfont k la condition (1.). 
En designant par 

(5.) M' = :S(a, + Pf,) 4 /., et M= JSa, l,, /,, 

les minima des formes ^(Oij + (ff^)XiXj et Sa^jX^x^ et par U et D leurs 
determinants, on aura 

5öl(a, + p.,) = ^^t^:^^^^^^ m(a^ = ^^^. 

yiy }^ 

En vertu de (2.), on obtient Tinegalite 

2 {ajj + QBii) Uk Ijk ^ 2 üjj Uk Ijk 

ou, ce qui revient au mSme, 

(6.) p:s'f,/,,/,,<.i/(j^^-i). 

Cela pose, admettons que la forme ^tifjXiXj ne soit pas parfaite. 
On d^terminera dans ce cas les variations f, de mani^re que les 
^galites 

aient lieu. En vertu de (6.), on obtiendra Tin^galit^ 
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En developpant le determinant D' en nne serie, on aura rinegalite 

Le param^tre () ^tant arbitraire satisfaisant k la condition (4.), il est 
necessaire qne 

M. M. Korkine et Zolotareff ont demontre*) que dans ce cas on aura 
toajonrs Tinegalite 

'■^ ^^da^jdakh ' 

done Tinegalit^ (7.) est impossible. 

18. Noas avons d^montr^ que la forme (p = 2:a^XiXj doit 6tre parfaite 
Supposons que le domaine B correspondant k la forme parfaite (p 

soit d^termin^ par o in^galit^s 

En vertu de ces in^galit^s, on aura 

Posons 

e..=ztpl^^ oü tZ>0. 0=1,2,...«; >=i, 2,...«) 

En vertu de (6.), on aura 



(9.) gt2p^UJ,,<M(\/§-l). 



Attribnons an param^tre g une valeur positive satisfaisant k la con- 
dition (4.); en vertu de (8.) et (9.) il viendra 

En developpant le döterminant D' en une s^rie, on obtient rin^galit^ 



*) Mathematische Annalen, t. XI, p. 230. 
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Le param^tre positif () ^tant aussi petit que Ton vondra, il s'en 
suit que 

d D 

II est donc d^montr^ que la forme -2*^ — x^Xj^ adjointe ä la forme y, 
est Interieure au domaine R. 

Je dis que dans ce cas la forme parfaite q> sera extreme. 
En admettant le contraire, supposons que rin^galit^ 

(10.) ÜH(«,+ ^,)>9K(«,) 

soit v^rifi^e par un Systeme quelconque de variations «^ (i = l, 2, ... /i; 
y= 1, 2, ... ?i) satisfaisant ä la condition (1.) quelque petit que soit le param^tre f. 
En vertu de (10.)* on obtient 

(11.) ^^,lJsk>M{}l-^— l); c*=i,2,...o 

rin^galit^ obtenue doit avoir lieu quelle que soit la valeur de rindice 

En d^signant 

(12.) nij = <^ij(]-^.-^) + ^lj]^n (•»^^....n; > = 1.2,...n) 

examinons la forme quadratique 

(13.) </>o(^'i, ^2, .••^J = -(Pij + na)^i^r 

En vertu de (12.) la forme y,, est ä d^terminant D. 

En choisissant le parametre e suffisamment petit, on peut supposer que 

(14.) |^oi<^? = l,2....n: ; = 1.2,..n) 

71 ^tant un parametre positif si petit que Ton voudra. 
En vertu de (5.), (11.) et (12.), on obtient 

(15.) ^r,Mk>^^ (*=i,2....*) 

En d^veloppant le d^terminant D de la forme (13.) en s^rie, on 
trouvera 

(16.) D + ^ri,^ + Ii, = D. 
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Dans cette ^galit^ le reste i?2 v^rifie une in^galit^ 

P ^tant un nombre positif ne d^pendant pas du param^tre tj tant que ??<1. 
En vertu de (16.)? on obtient 

(17.) |^,,|||<,'i>. 

B D 
Nous avons supposö que la forme quadratique 2^ — ar.o;., adjointe k 

la forme % soit int^rieure audomaine B. En vertu de ee qui a ^t^ dit au n^ 13, 

on d^terminera la forme -Z^— .r,.i} k Taide de T^galit^ 



dD 
oü 



(18.) ^i^-^-^>=£P*^* 



(19.) e*>0. (*=i,2,...o 

L'^galit^ (18.) peut 6tre remplac^e par les suivantes: 



p— = ZQklikhlc' «=1,2....»; /=l,2,...n) 



dD 

%ij Jh=i 

En multipliant ces ^galit^s par 17,^ et en additionnant les ^galit^s ob- 
tenues, on aura 

92) ' 

(20.) 2ri,j -^ = 2: Qk^ri^j /,, /.,. 

En vertu de (15.), (17.) et (19.), on obtient les in^galit^s 

P 

^^^nMk<in^-', (*=i,2,...o 

done on peut poser 

(21.) :2:rifjl,,lj, = T,r]\ (*-i,2,...,) 

et les nombres positifs ou nuls Tf, (^=1,2,...^) ne surpasseront pas des 
limites fixes qui ne d^pendent pas du param^tre rj. 

D'apr^s la d^finition des formes parfaites, les ^quations (21.) n'ad- 
mettent qn'un seul Systeme de Solutions. En effectuant cette Solution des 
^quations (21.), on obtient 

fi:j = Tijrj^ (••=1.2,...n;i=l,2,...ii) 
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OÜ 

|r,^|<r, (•=1.2,...«; > = 1,2,...,0 

7 ^tant un uombre positif qui ne dopend pas du param^tre 17; on aura donc 
les in^galitc^s 

(22.) hjl^n'T. (. = 1.2....«; > = 1,2,...«) 

Cela pos^, prenons une fraction quelconque positive 9 et posous 



^ 

n — j>' 



En vertu de (14), on aura 
et ä cause de (22.), il viendra 



hj\<^T' 



(i=l,2,...n; ^• = l,2,...ii) 



En posant 

on aura, k cause de (22.), 

et ainsi de suite. 

On obtiendra de cette mani^re les in^galit^s 

il s'en suit que 






(1 = 1,2,...«; j = l,2,...«) 



Ä 2 ^ 
h(,|<C^ 0=1, 2. ...«;; = !, 2,...». *=(),!, 2....) 



?;,.^. = 0. (i«l,2,...«; . = 1,2....«) 

En vertu de (12.), on obtient 

^D"^)' (• = l>2....«; > = 1.2,...„) 

donc les coef&cients f,^ sont proportionnels aux coef&cients a^ (i = l, 2, ... /i; 
y=l,2,...n), ce qui est contre Thypoth^se. 

Propnetes de Vensemble des domaines correspondant aux differentes formes 

parfaites ä n variables. 
19. Chaque forme parfaite (p sera transform^e en une forme parfaite 
äquivalente (p' k Taide de toute Substitution 8 k coefficients entiers et k 
d^terminant + 1. 
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Designons par B et Ä' les doraaines correspondant aux formes par- 
faites (p et (p' et par T la Substitution adjointe ä la Substitution *S. 

On demontrera aisement que le domaine R sera transforme eq un 
domaine equivalent /?' ä Taide de la Substitution T. 

On en conclut quMl existe un nombre infini de domaines Äquivalents 
au domaine It 

Designons par (/?) Tensemble de tous les doraaines correspondant 
aux differentes formes parfaites k n variables. 

L'ensemble (i?) peut etre partage en des classes de domaines equi- 
valents. 

En vertu de ce qui a eto dit proc^demment, le nombre des classes 
differentes de l'ensemble (/?) est e'^gal au nombre des classes de formes 
parfaites ä n variables. 

20. Theoreme. Supposons quune forme quadratique f sott interieure 

a nne face P{,u) ä /ll dimensions du domaine E(fi=1^2^...^-^^^-j, 

La forme f n appartiendra qiCaiuv domaines de Vensemble (li) qui sont 
contigus par la face POO- 

Supposons que le domaine li soit caracterise par les formes quadratiques 

et que la face P {,u) k ja dimensions du domaine R soit caracterisee par 
les formes quadratiques 

Dans le cas jn = ^^ >7" -— , on posera t=s^ et le Symbole ^( ^ >2 ) 
d^signera le domaine R. 

La forme quadratique / etant interieure k la face P{fi)^ on aura 

Tegalit^ 

t 

(3.) /*0^'iJ'^'21---O=-^Pa^* OÜ pjt>0. (*=l,2,...f) 

Admettons que la m^me forme / appartienne k un autre domaine R 
de Tensemble (/?). 

Supposons que le domaine R soit caracterise par les formes qua- 
dratiques 
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et que la forme / soit Interieure ä la face P' (v) du domaine R' caracteris^e 
par les formes quadratiques 

On aura, en vertu de la supposition faite, 

(6.) /*(^n^2,...^„)=^piir OÜ e;>0. (Ä=i.2,...T) 

Cela pos^, d^signons par (p et cp' les formes parfaites correspondant 
aux domaines R et R' et snpposons, pour plus de simplicit^, que le mini- 
mum des formes cp et (p' soit M. 

En d^signant par le Symbole (/,/') le r^sultant 

de deux formes quadratiques 

f(x^,X2,...x,)=2:a,jXiXj et f (x^.x^, ... x,) = :2:a]jX,Xj, 

examinons deux r^sultants (/*, (p) et (/*, y'). 
En vertu de (3.), on obtient 

(7.) (/;(^) = ie*(9),^D et (f,(p) = 2:(f,((p\i:i). 

En vertu de (6.), on obtient 

(8.) (f,(p)=2:(fU%K') et (/,<?') =ip;(9'',^r). 

Observons que 

(9.) (<p,i.D = M et ((p',i.l')>M; t*=i.2.....) 

(10.) {<p,l'^)>M et ((p',l[') = M. (*=i,2....<r) 

Des ^galit^s (7.), on tire 

(1 1.) (f, <p') - (/; <p) = i (,, [(</)', XI ) - (9, i.1)] , 

et en vertu de (3.) et (9.), il vient 

(/;?>')-(/;v)>o. 
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Des 6galit^8 (8.), on tire 

(12.) (A cp') - (/; y) = i p; [(<p\ O - (% K")] , • 



(t=l,2,. 


..0 


(A = 1.2,. 


..T) 


(A=l,2,. 


..T) 


(*«1,2, 


...0 



et en vertu de (6.) et (10.), on anra 

II s^en suit qne 
et les ^galit^s (11.) et (12.) donnent 

En vertu de (9.) et (10.), il vient 

(13.) (y,0 = ^A 

(14.) (cp\^D = M. 

En vertu des egalit^s (13.), les formes quadratiques (5.) se trouvent 
parmi celles de la s^rie (1.). En vertu de (14.), les formes quadratiques 
(2.) se trouvent parmi celles de la s^rie (4.). 

Je dis que dans ce cas les s^ries (2.) et (5.) contiennent les m^mes 
formes. 

Pour le d^montrer, supposons que toutes les formes appartenant k la 
face Pijii) v^rifient les 6quations 

et que chaque forme appartenant au domaine B v^rifie les in^galit^s 
(15.) V^i(/)>0, V^2(/)>0,... Vr(/)>0. 

En vertu de (6.), on aura 

(f[ tpi (*;')+?; rpi (K') + - + (fr V'.- (K") = 0, 0-1.2 ) 

et ä cause de (15.), on trouve 

t^. (if) = 0; = 1, 2, ...r; A = 1,2,...T) 

donc toutes les formes de la s^rie (5.) appartiennent ä la s^rie (2.). 
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De la mSme mani^re, ou d^montrera que toutes les formes de la 
ß^rie (2.) appartiennent k la s^rie (5.). 

On en conclut que les faces P(^) et P' (v) coincident, doiic les do- 
maines R et R* sont contigus par la face P(iu). 

Corollawe. Une forme quadratique qui est interieure ä un domaine 
de Vensemble (R) ne peut appartenir ä aucun autre domaine de cet ensemble. 

21. Theoreme. Supposons qua une face F (,a) du domaine R appar- 
tiennent des formes quadratiques positives. Dans ce cas, le nomhre des do- 
maines de Vensemble (R) contigus jjar la face P(ju) est ßni. 

D^signons par 

les domaines de Tensemble (R) contigus par la face P(,u). Soient 

V^lVl^ ^'2,..- 

les formes parfaites correspondantes ayant le minimum M. 

En vertu de la supposition faite, une forme quadratique positive f 
sera Interieure ä la face P(/0« 

Nous avons d^montr^ au n" pr^c^dent que 

(16.) (/,(y) = (/;<po = (/>2) = - 

II est ais^ ä d^montrer que le nombre des formes parfaites ayant 
le minimum M et v^rifiant les ^galit^s (16.) est fini. 

Algorithme pour la recherche du domaine de Vensemble (R) contiyu ä un autre 
domaine par une face ä ^ ^ - — 1 dimensions. 

22. Soit 

une forme parfaite ayant le minimum M dont les repr^sentations difförentes 
composent une s^rie 

Supposons qu'une face P du domaine R correspondant k la forme 
parfaite q) soit d^termin^e par l'^quation 
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et par la condition 

v(/)>o 

qni e8t v^rifiee par chaque forme quadratique appartenant aa domaine B. 
SapposoDS qae la face P soit caract^ris^e par les formes qnadratiques 

(2.) A], /.2, ... A, 

oü 

En verta de la supposition faite, on aura les ^galit^s 

(3.) 2:j>,IJj, = a=i,2,...o 

qui d^finissent les coefficients y>,y (i = 1, 2, . .. 7i; y = 1 , 2, ... ?0 ä un factear 
commun pr^s. 

Admettons qae la face P pnisse appartenir aux autres domaines de 
Tensemble (Ä). D^signons par R un domaine pareil. Soit y' la forme par- 
faite correspondant au domaine Ii\ 

En vertu de la supposition faite, les formes quadratiques (2.) appar- 
tiennent aux domaines li et R'. II en r^sulte que les syst^mes 

(4.) (tu, ^211 ••• Sil)? (*I2? '22? W? ••• C'J<» '2M ••• CJ 

correspondant aux formes (2.) repr^sentent le minimum des formes <p et cp'. 
Supposons, pour plus de simplicit^, que les formes (p et (p' aient le 
mgme minimum M. On aura les ^galit^s 

(5.) 2:a,jl,Jj, = M et 2a]jklj,=M, (*=i,2,...o 

en posant 

(p' (a\, a'2, ... X,) =^ Sa^ XiXj. 

Des egalit^s (5.), on tire 

^ (4 - O ^.* ^Jf^ = 0, (* = l, 2. ... 

et en vertu de (3.), il vient 

(6.) alj = a^+ (}j)fj. (.=j.2,...ii; 7=1.2,...«) 

D^signons 



Ip (Xi,X2, ... x^) = 2:j),j X, Xj. 



18* 
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En vertu de (ß.), on obtient 

(7.) (p' (a^i, x^, ... x^) = (p (o;,, 0.2, ... .r,) + Qip {x,^x.,, ... a;J. 

Cela po8^, choisissons dans la s^rie (1.) un Systeme (Jik^lu^... Ini) qui 
n'appartient pas ä la s^rie (4.). Comme 

(p (/u, kk, ... L)=^^y <p' GiHi hk, ... L)>M 
et 

on d^duit de T^galit^ 
rin^galite 

La Buppositioii (^ = ^taiit ^videmmeut impodsible, on obtient 

et il s'en suit que 

Dösignons par 

(8.) (/;, /;, ... o, (/;', /a", ... C), ... (/r, /^^>, ... eo 

toutes les repr^sentations du minimum de la forme parfaite ip' qui ne se 
trouvent pas dans la s^rie (4.). En vertu de (7.\ on aura 

(*=l,2,...r) 

il en r^sulte que 

(9.) cp{ll'\li'\..J!i'')>M et V^(/}*>,/f>,...e>)<0. (*«i,2„..r) 

La valeur du param^tre () aura pour expression 

Examinons une valeur quelconque de la fonction 
d^termin^e ä condition 

(11.) ip{x,,x2,...x,)<:o. 



(*=rl,2,...r) 
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Je dis qiVon aiira Tin^galite 

Admettons le contraire. En supposant que 

on trouvera, ä cause de (11.) i 

(f (.r„ j2, . .. ^O + P '/^ (*^n -'^2, . .. .T„)< M 
ou, ce qui revient au mßme h. cause de (7.), 

(p'(.r,,.r.,,....rJ<J/, 

ce qui est contre Thypothese. 

Nous sommes arrivös ä Timportant r^sultat suivant: 

Jt nexiste qiCun seid domaine IV contigu au domaine R par la face P. 

La forme parfaite correspondante cp' sera determinee par Vegalite (7.) ä con- 

dition que le parametre q presente la plus petite valeur positive de la fonction (10.). 
Observons qu'en vertu de (3.) et (9.), toutes les formes quadratiques 

appartenant au domaine R' v^rifient Tin^galit^ 

V^(/)<0. 
On en conclut que les domaines R et R se trouvent de deux cöt^s 
opposes du plan ä ''i^-^ — 1 dimensions d^termin^ par T^quation 

23. La plus petite valeur positive de la fonction (10.) peut fetre 
obtenue ä Taide d'opörations dont le nombre est fini. 

Tout le Probleme se r^duit k la recherche pr^alable d'un Systeme 
(Ai4).-«0 ^®s nombres entiers v^rifiant Tin^galit^ 

V'(/i,/2,...ü<0 

et satisfaisant ä la condition que la forme quadratique 

oü on a pos^ 



138 Vorono'i, sur quelques prop^netes des formes quadratiques positives parfaites. 

soit positive. 

On döterminera dans ce cas tous les syst^mes (ai,.^2)..-^«) des nombres 
entiers v^rifiant Tin^galit^ 

(12.) (p^,(Xi,X2^...x,)<M 

dont le nombre est fini, et on trouvera parmi ces syst^mes tous ceux qai 
d^finissent la plus petite valeur de la fonction (10.). 

D^signons, comme nous Tavons fait au n" 2, par R la limite sup^rieure 
des valeurs du param^tre (). 

Le Probleme se röduit ä la recherche d'un Systeme (/i,/2)-«0 d^s 
nombres entiers v^rifiaut Tin^galit^ 

(13.) cp (A, /„ ... Q + li ^ (/i, 4, ... /„)<37. 

II peut arriver que T^quation 

ip (.r,, x^,...x;) + Ryj (a:,, x^, ... ^0 = 

sera v^rifi^e par des nombres entiers, on les d^terminera ä Taide des ^quations 

d ff , nd W ri 

^+ R~^ = 0. 0=1,2,,..«) 

O Xi O Xi 

Dans le cas oü ces ^quations ne peuvent 6tre v^rifi^es par aucun 
Systeme de nombres entiers, on ^tudiera les valeurs des formes liu^aires 

-^+^-^ (• = ^2....«) 

O Xi Ö Xi 

et on d^terminera autant qu'on voudra de syst^mes de nombres entiers 
v^rifiant Tin^galit^ (13.). 

En supposant qu'un Systeme de nombres entiers (^i,/2)..-0 verifiant 
rin^galitö (13.) soit d^termin^, on peut chercher la plus petite valeur positive 
p de la fonction (10.) ä Taide du proc^d^ suivant. 

L'in^galit^ (12.) peut 6tre mise sous la forme 

(/) (x,, ^2, ... a:j(l - -^°) + ^[(P 0^1, .^^2, ... .r„) + Rtp (x,,x,, ... .rj] < 3/, 

et comme 

cp (.Ti, x'a, ... x„) +Rip (a'i, a-„ ... a-J > 0, 
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il vient 



oa autrement 



(p (x, , .r^, . . . a\) < 3/-^— 



Parmi les syst^mes des nombres entiers v(^rifiaiit cette in^galit^ on 
trouvera tous les syst^mes cherch^s (8.). 

Algorithme pour la recherche du domaine de rensemhle (li) auquel appartient 
une forme quadratique positive arbitraire. 

24. Theoreme. Chaque forme quadratique positive appartient au moins 
a un domaine de Vensemble (/?). 
Soit 

f\X\ , cTg, ... x,j = -^ a^j Xi Xj 

une forme quadratique positive quelconque. 

Choisissons nn domaine quelconque B de Tensemble (li). 

Admettons qne la forme / ii'appartienne pas au domaine B. 

Dans ce cas toutes les inögalit^s Unfaires qui d^finissent le domaine B 
ne seront pas v^rifi^es. Supposons qu'on ait Tin^galit^ 

(1.) xp(f) = :sp,a,<:o. 

D^signons par B^ le domaine contigu au domaine B par la face ä 
---^-— 1 dimensions determin^e par Vöquation 

v(/)=o. 

Eu designant par tp et (pi les formes parfaites contigues correspondant 
aux domaines B et B^^ on aura, comme nous l'avons vu au n*" 22, 

(2.) (p, (x^,X2,...xJ) = (p (.r,, X2, ...x,) + (}ip (XnX2,...x^) 

oü p>0 et ip(x,,X2,...x„) = 2:p,^XiXj. 

Examinons deux r^sultants (/, (p) et (f q>i). En vertu de (2.), on aura 

(A^fi)=(/;^/>)+p(Av), 

et comme, ä cause de (l.). 
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il vient 

(/;v>)>(/;v>i). 

SuppoBOus qu^en proc^dant de cette mani^re on obtienne ane s^rie de 
domaines 

(3.) Ä, Äi, /^2? ••• 

En d^Bignant par 
(4.) (p,(FuV2,''> 

la s^rie des formes parfaites correspondantes, on aura les in^galit^s 

(/;v>)>(A</^i)>(/;9^2)>- 

tant que la forme / n'appartient pas aux domaines (3.). 

En observant que toutes les formes parfaites (4.) poss^dent le mSme 
minimum i/, on d^montrera ais^ment que le nombre des formes parfaites (4.) 
v^rifiaut Tin^galit^ 

est limit^, quelle que soit la valeur du param^tre positif P. 

On en conclut que la s^rie de domaines (3.) se terminera n^cessaire- 
ment par nn domaine R^ auquel appartient la forme consid^r^e /. 

Recherche d\in Systeme complet de domaines representant les differentes 

classes de Vensemble (R). 

25. Soit R un domaine quelconque de Tensemble (/?)• Supposons 
qu'on ait d^termin^ tous les domaines 

(1.) R^^R2j...Ra 

contigus au domaine R par les diflP6rentes faces ä ^^ ^ " ^ dimensions, 
pnis supposons qu^on ait d^terminö tous les domaines contigus aux domaines 
(1.) et ainsi de suite. 

Je dis qu'en procedant de cette mani^re on rencontrera chaqne do- 
maine de Tensemble (R) choisi arbitrairement. 

Par exemple, si Von veut atteindre ä un domaine /?^"\ on choisira 
une forme quadratique positive / qui est Interieure au domaine R^^^^ et on 
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proc^dera comme nous Tavons fait au n^ 24. On d^terminera de cette 
mani^re nne s^rie de domaines 

n f n + 1) 
qui sont contigns successivement par des faces ä ^ ^ — 1 dimensions. 

Nous avons vu au n*" 19 que rensemble (Ä) peut fetre partag^ en 
des classes de domaines Äquivalents dont le nonibre est fini. 

Cherchons un Systeme de domaines repr^sentant les diff6rentes classes 
de Tensemble (Ä). 

Ein partant du domaine R^ nous avons d^termin^ tous les domaines 

contigus au domaine R. En ne consid^rant pas comme diff^rents des domaines 
Äquivalents, choisissons parmi les domaines (1.) ceux qui ne sont pas Äqui- 
valents deux k deux et ne sont pas Äquivalents au domaine R. Supposons 
qu'on ait obtenn la s^rie 

(2.) R,R,,R,,...R^^, 

de domaines qui ne sont pas Äquivalents deux k deux. 

On ^tudiera de la m6me mani^re les domaines contigus aux domaines 
Äi,i?2, ...Ä^., et on prolongera la s^rie (2.) en y ajoutant de nouveaux 
domaines 

qui ne sont pas Äquivalents deux k deux et ne sont pas Äquivalents aux 
domaines (2.). 

En proc^dant de cette mani^re, on obtiendra toujours une s^rie 

(3.) i?, Äi,i?2,...Ä^.l 

qui jouit de la propri^t^ suivante: les domaines app^rtenant k la s^rie (3.) 
ne sont pas Äquivalents deux k deux et tous les domaines contigus aux do- 
maines (3.) y sont Äquivalents. 

La s^rie obtenue (3.) präsente un Systeme complet des repr^sentants 
des diff(6rentes classes de Tensemble (/?). 

26. La recherche de la s^rie (3.) peut Stre facilit^e notamment k 
Taide de substitutions qui transforment en soi-meme les domaines de Ten- 
semble (R). 
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SupposoDS que le domaine R correspondant k une forme parfaite cp 
soit d^termin^ par les in^galit^s 

En posant 

on d^terminera, comme nous Tavons vu au n^ 22, par les ^galit^s 

(4.) 9>ifc = 9> + etn (* = l,2....a) 

a formes parfaites ^i, 9>2) .•• 9>a- On les appellera contignes k la forme 
parfaite (p. 

D^signons par g le groupe de substitutions qui ne changent pas la 
forme parfaite (p. 

Les formes parfaites 9>i,9>2».--75o ^tant bien d^termin^es par la forme 
parfaite y, on en conclut que tontes les substitutions du groupe g ne feront 
que permuter les formes yi, 9>2? ••• ^a« 

En ne consid^rant pas comme diff^rentes les formes ä coefficients 
proportionnels, on peut dire, en vertu de (4.), que le groupe g ne fera que 
permuter les formes quadratiques 

(5.) V^l,V'2, ...V'a. 

Supposons qu'ou ait choisi dans cette s^rie les formes 

(6.) VnV'2,...V^;..-i 

qui jouissent des propri^t^s suivantes: chaque forme de la s^rie (5.) sera 
transform^e en une forme de la s^rie (6.) ä Taide d'une Substitution apparte- 
nant au groupe g^ les formes (6.) ne peuvent etre transform^es deux k deux 
ä Taide des substitutions du groupe g. 
Les formes parfaites 

^Pk'^V + ifkWk C*=l,2,...;i-1) 

peuvent remplacer les formes parfaites (4.), donc on ne d^terminera que 
les valeurs des param^tres (>i,(>2,«.. (^^.i* 
Les domaines correspondants 

peuvent remplacer les domaines (!.)• 

II peut arriver que parmi les domaines R^Ri^Ri^... Ä^«i, se trouvent 
des domaines Äquivalents, on le reconnattra ä Taide des m^thodes particuliires. 
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Sur une methode de reduciion des formes quadratiqaes positives. 

27. Definition. On appellera reduite chaque forme quadratique positive 
appartenant ä un domaine quelconque 

(1.) B, i?i, B2J ... Rr^i 

d'un Systeme complet des representants des differentes classes de Vensemble {R). 
Sapposons qu'on ait d^termin^ toates les substitutions 

(2.) . Si,S2,...S^ 

qai transforment les domaines contigus aux domaines (1.) par le» faces k 
^ ^^^ ~ 1 dimensions en ces domaines-ci. 

Soit / une forme quadratique positive quelconque qui n'est pas reduite. 
On d^terminera ä Taide de Talgorithme expos^ au n"" 24 une s^rie de 
domaines 

contigus successivement. Supposons que le domaine R^''^ soit le premier 
qui n'appartienne pas ä la s6rie (1.) 

A Taide d'une Substitution S qui se trouve parmi celles de la s^rie 
(2.), on transformera le domaine R^^^ en un domaine Rj, appartenant ä la 
s^rie (1.) 

En transformant la forme / k Taide de la Substitution S' en une 
forme äquivalente f^ on d^terminera k l'aide de la forme /' une nouvelle 
s^rie de domaines 

et ainsi de suite. 

On d^terminera de cette mani^re une s^rie de substitutions 

qui, toutes, se trouvent parmi celles de la s^rie (2.) et dont le produit 

pr^ente une Substitution S k Taide de laquelle la forme / sera transform^e 
en une forme reduite. 

28. Supposons maintenant que deux formes r^duites f et f soient 
äquivalentes. 

Si une de ces formes, par exemple f\ est int^rieure au domaine R^ 
la forme f y sera Interieure aussi. On en conclut que la forme / ne peut 
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gtre tranBform^e en nne forme f qu'k l'aide d'une Substitution qni transforme 
le domaine R^ en soi-meme. 

Snpposons qae les formes äquivalentes r^duites / et /* soient int^rieures 
aux faces ä /u dimensions des domaines (1.). 

On posera dans ce cas des conditions suppl^mentaires pour les formes 
r^duites / et f. 

Apr^s avoir d^termin^ toutes les faces ä /u dimensions des domaines 
(1.), on choisira un Systeme complet des repr^sentants de leurs diff^rentes 
classes. Supposons que ce Systeme soit form6 par les faces ä /j^ dimensions 

(3.) l\(u\P,(ju),...P^(fi). 

Chaque forme quadratique positive qui est int^rieure ä une face k ju 
dimensions d'un domaine de Tensemble (K) sera äquivalente ä une forme qui 
est Interieure aux faces (3.), on Tappellera r^duite. 

Deux formes quadratiques positives r^duites qui sont int^rieures aux 
faces (3.) ne seront äquivalentes qu'ä condition qu elles soient int^rieures 
ä une meme face et que la Substitution qui transforme l'une d'elles en une 
autre, transforme aussi cette face en soi-meme. 

Nous sommes arriv^s au r^sultat suivant: 

Une forme qiuidratique reduite ne peut etre transformee e^i une autre 
forme reduite ou en soi-meme qua Vaide d'une Substitution qui transforme 
en soi-meme un domaine ou une face des domaines appartenantä la serie (1.). 



Seconde partie. 

Quelques applications de la theorie generale h la recherche des 
formes quadratiques parfaites. 



Sur la forme parfaüe principale. 

29. Nous ne consid^ons pas comme diff^rentes les formes quadrati- 
ques ä coefficients proportionnels, donc on peut choisir arbitrairement la 
valeur du minimum d^une forme quadratique positive. 

Dans ce qni suit, on n'^tudiera que les formes quadratiques parfaites 
dont le minimum est 1. On d^signera par D le d^terminant de ces formes. 
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Panni les diff^rentes formes parfaites, nne forme 

oü 

a,.,.= l,(.-l,2,...«), a^— ., («=1.2,...«; ; = 1,2,.. n; i:^j)Gt D^-^^ 

se fait distiugaer par sa simpUcit^. 

On appellera principale la forme parfaite (p. 

La forme parfaite y poss^de ^ ,7" ^ repr^sentations du minimum 1, 
qui d^finissent ^ ^^ J" ^ formes ÜD^aires 

4.| = X| , Aj = X2 , . . . A^ = A'„, X^+i = Ä^i — 3^2 7 ^n+ 2^= '''l — '^'a ? • • • ^ n (it-H) ^^ '^«-1 »^n» 

2 

Le domaine i? correspondant k la forme parfaite (p est compos^ de 
toutes les formes qaadratiques d^termin^es par T^galit^ 

De cette ^galit^ on tire 

?* = «!* + «2* + *- + ^,a tant que ä;=-1, 2, ...?i, 

p;k = — a, tant que k>n] 0=1, 2, ...«;y=i;2, ...*;,+>) 

donc le domaine R sera dötermin^ par les in^galit^ snivantes: 



(1.) 



— a,^>0. (,= l,2,...«;;=l,2,...n; i+;) 



En vertu de (1.), la forme parfaite q> poss^de ^ ^ ^ formes par- 
faites contigu^s qui sont d^termin^es par les ^galit^s 

(2^ |y* = <iP + eifc^*(^l + ^2+--+^«)7 (* = l,2,...n) 

\iPk^(P'-Qk^i^j'i (* = «-H,»t.H-2... ''^Y'^ ' i-1,2,...«; j=-l,2,...n; <+» 

30. Clierchons des formes äquivalentes parmi les formes parfaites 
contiguSs k la forme parfaite q>. 



*) La forme tp a ete donnee pour la premiere fois par Zolotareff dans un Me- 
moire intitule: Sar une eqaatioD indetermiDee da troisieme degre. (en russe.) 
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A cet effet, d^terminons le gronpe g de Bobstitutions qai ne changent 
pas la forme <p. 

Examinons, en premier Heu, la forme adjointe ä la forme y. 

On d^montrera ais^ment qoe les coefficiente de la forme adjointe k 
q) sollt proportionnels k ceox de la forme 

(3.) co = Aj + Ä^ + -+iJoM^). 

2 

On en conclat, en verta du thöor^me du n"" 17, qae la forme parfaite 
principale q) est extreme. 

La forme quadratique co aara ponr expression 



oü 



ü) = nx[ + nxl + ••• + ^i^ — 2^:1^:2 — 2^1 o^ — ••• — 2a:,_i x^ 

aa='7l^ (1=1, 2, ...n) «;—— 1. (•^l,2....«w = I,2,...«; »=*=» 

Cherchons toutes les repr^sentations du minimnm de la forme o. 
Les formes lin^ires 

(4.) ^n^2j...^«, ^i-fa:?H h^« 

caract^risent n 4- 1 repr^sentations de la valenr n de la forme oi. 

Je dis qae la forme co a le minimnm n et toutes les reprösentations 
du minimnm de la forme (o sont caract^ris^es par les formes lin^aires (4.)« 

Pour le d^montrer, examinons une valenr quelconque (o{x^^X2,...x^) 
de la forme (o. En snpposant qu'aucun des nombres X|, x^, ... o?« ne s'annule, 
on aura, en vertu de (3.), 

(o(Xi,X2,...x^)>n, 

le Systeme a;i = 1, a^j» = 1, •••, ^« = 1 ^tant exclu. 

Supposons qu'aucun des nombres Xi^X2^...Xt ne s'annule et que 

^*+i = 0, Xjg^2 = 0j ... 0?, = 0; 
on obtient, en vertu de (3.), 

(o{x^,X2y...Xi,^ 0,...0) = (n-/;+ l)(a:J+a;^ + -..4-4) ^-^Q^k—^k)^, 

et il s'en suit que 

Ol (a;, , 0:2 ) . . . O rr^ ^ (^ — ^ + 1 ) 1 
donc 

(ja(xijX2^...x„)':>7i tant que A>2. 
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Cela pos^, d^signoDB par G le \ groupe de substitntions qoi trans- 
fonnent en fioi-meme le domaine R. En vertu de (3.)^ chaqne Substitution 
du groupe G ne change pas la forme co. 

Le groupe g ^tant adjoint au groupe (7, on en conclut que chaque 
Substitution du groupe g ne fera que permuter les formes unfaires (4.) en 
changeant le signe de quelques-unes d'entr'elles. 

En observant que 

^? + ^ + - + a;i+ (^1 + ^2 +— + x,y = 2 y, 

on en conclut que le groupe g est composö de toutes les substitntions qui 
permutent les formes 

^17 ^? ••• ^nj C*^l + ^2 "T" ••• "T ^n) • 

D^signons 

(5.) a:ü == "" ^1 "" ^ "~ ••• ^ ^11 et a^i= — a:J — a:i — ••• — xj,, 

et soit K^Kj...K nne permutation quelconque des nombres 0, l,2,..:.n. 
En posant 
(6.) Xi = ßi x\ oh e, = + 1 , «=o, 1, 2, ... «) 

on aura 

et comme, ä cause de (5.), 

^ü + ^i + -- + -^« = et a:i+a:iH 1-^1 = 0, 

11 est nöcessaire que 

e,, =s 61 = • • • = ö^ ; 

donc les ^galit^s (6.) se r^duisent ä celles-ci: 

(7.) Xi = ex\.. (•>(M,2,...»; «=+!) 

Le nombre des substitntions d^finies par les formules obtenues est 
4gal ä 2 • 1 -2 ••• (n+ 1). En ne consid^rant pas comme diff^rentes deux 
substitntions ä coefficients oppos^s, on dira que le groupe g est compos^ de 
(n + 1)! substitntions diff^rentes.*) 



*) Voyez: Minkowski. Zur Theorie der positiven quadratischen Formen. (Ce 
Journal, t. 101, p. 200.) 
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A Taide des 8obstitotion8 (7.), on peot tnosfonner cbaqoe forme pw- 
faite (2.) coiitigoe' ä la forme principale if en une aatre forme contignS k 
la forme ^, choisie arbitnurement 

Noas Bommed arriv^ k Timportant r^oltat Buivant: 

Toutes les formes parfaües coniiguts a la forme parfaite principale soni 
equiraleriles. 

31. ChoisidsODS one forme parmi celles de la s^rie (2.). Posodb 

Tootes leg formes parfaites contigaes k la forme (p 8ont ^joivalentea 
k la forme (fi. 

Cherchons la valeur correspondante do param&tre q. 

Comme nous TavoDS vu aa n"" 22, la valeor cherch6e de p pr^nte 
la plus petite valeur de la fonetion 

d^termiu^e k eondition 

On distingaera daiis les recherclies ult^rieares deux cas: 

1.) n = 2 et 2.) n>3. 
Premier cas: 

n = 2. 

Kn comparant deox formes binaires parfaites 

y = a:J 4- a^ 4- j', X2 et (fi = xl + ai + x^ X2 — q x^ X2, 
on observera qu'en faisant q = 2 on obtient la forme 

^1 = ^ + ^ — ^1 ^^ 

qoi est 6videmment äquivalente k la forme parfaite ^, donc la forme par- 
faite <pi est Celle qo'on a cherch^e. 

Second cos: ^ > 3. 

En faisant 

a:, = 1, a^j = l, 0:3 = — 1, 0:4 = 0, ...a?» = 0, 
on obtient une valeur de la fonetion (8.) qui est ^gale k 1. 
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En faisant Q = lj on pr^sentera la forme (pi aoua la forme auivante: 

(9-) yi = ^[(^i + .r,4.-- + ^J + (^i---^.)' + ^3 + --+^i]. 

II en resulte que la forme y, est positive. En vertu de ce qui a 
ete dit au n"" 23, on cherchera maintenant tona les syst^mes dea nombres 
entiers verifiaut Tinegalite 

En obaervant qae rinegalite 

est imposaible, paisque la forme positive (pi a des valears enti^res qui corre- 
spondent anx valears enti^res des variables, on en conclat qae la forme 
(fi est parfaite. 

A l'aide de Tegalite (9.), on determinera aisöment toutes les reprösen- 
tationa da minimum de la forme parfaite <pi. 

Swr les formes parfaites binaires et teimaires et sur les domaines 

qui leur corres2)ondent. 

32. La forme parfaite principale binaire 

ip = x' + xy + y\ /)=j 

poas^de, comme nons Tavons vu au n''29, trois formes parfaites contigags 
qui sont äquivalentes ä la forme principale. 

On en conclat que toutes les formes binaires parfaites ne forment 
qu'une seole classe de formes äquivalentes ä la forme principale. 

Le domaine R correspondant ä la forme principale est compose des 
formes binaires (a, &, c) qui sont determin6es par regalite 

ax'-^2bxy + cy'^Qx'^r9'y" + 9"(<^-yf 
oü 

e>o, e'>o, p">o. 

II s^en suit que le domaine R est d6termin6 par les in^galites 

Joarnal für Mathematik Bd. 133. Heft 2. 20 
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En appelant redaites les formes binaires positiveB yerifiant ces io- 
egalites, comme nous Tayons fait an d"" 27, od etablira nne methode de re- 
daction bien connae, due k M. Selling.^ 

Ou peut partager le domaine ^ en 8ix parties equivalentes 

R\ R\ R", R'", R'\ Ä^ 

qni peuvent Stre transformees Tune en Tantre k Taide de six Bnbstitntions 
adjointes ä celles qni ne changent pas la forme principale. 

Le domaine R^ sera compose de tontes les formea qnadratiqnea 
determinees par Fegalite 

oü 

e>o, p'>o, p">o. 

II en resnlte qne le domaine W est determine par les in^galitea 

p = c-a>0, p' = a + 26>0, p" = -6>0. 

Lea in^galit^s obtennes ne diffirent des conditions cel&bres de re- 
duetion des formes quadratiqnes binaires positives dues ä Laffrange qne par 
le eboix dn signe du coefficient 6, ce qn'on pent faire arbitrairement dans 
la methode de iMgrange.**) 

38. Examinons maintenant les formes parfaites temaires. 

La forme parfaite principale 

(p = ^ + f + 2i'+yz + zx-{xy, D^^ 

poss^e six formes parfaites contignes qni, touteSf sont equivalentes ä la 
forme parfaite 

yi = .r^4-/ + ^ + y^4-2:.r 

qne nons avons tronvee an n"" 31. 



^) Selling. Über die binären and ternären quadratischen Formen. (Ce Journal, 

t 77, p. 143.) 

^) Voyez: Lagrayige. Recherches d'Arithmetique. (Oeuvres de Lo^aii^« publiees 

par Serrety t. III, p. 698.) 

Gauss, Disquisitiones arithmeticae, art 171. (Werke, 1. 1.) 

Lejeune Diiichlet. Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind^ 

(Braunschweig 1894, § 64, p. 155.) 
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La sabstitatioD 

transforme la forme ip^ en forme principale. 

On en conclut qne toates les formes parfaites teraaires ne forment 
qu'ane seule claase. 

Le domaine R correspondant ä la forme principale est compose de 
toutes les formes quadratiqnes ternaires Q ^^ f^ftj qai sont determinees par 
l'egalit^ 

ax' + a'y^+a"z^ + 2byz+2b'zx+2b''xy = Q]x' + (f.,y'''\'Q^z^ 

Le domaine R est determine par les inegalitös 

p, = a + 6' + 6">0, p, = a'+6" + 6>0, Q, = a" + b + b'>0, 

En appelant r^duites les formes quadratiques ternaires positives 
appartenant au domaine Rj on etablira une methode de reduction due ä 
M. Seüing. 

Le domaine R peut Stre partage en 24 parties äquivalentes qui peuvent 
Stre transform^es Tune en Tautre ä Taide de 24 snbstitutions adjointes ä 
Celles qui ne changent pas la forme principale. 

Une de ces parties, le domaine 91, sera compos^e de toutes les formes 
quadratiqnes ternaires determinees par l'^galite 

oü 

tp^x'^y''+z'+(y^zy+{z^x)\ co=a.H t/'+^^+(y~z)2+(^-.iy+Ct— y)*'. 

On d^terminera le -domaine 91 ä Taide des in^galites 

Pi = a+2y+6">0, p2 = a' + 6 + 6'+6">0, p3 = a" + 6 + 6'-f 6">0, 
p, = -6 + 6'>0, P5 = -6'+6">0, p« = ^6">0. 

Le domaine 31 jouit des proprietes suivantes: 

1. Chaque forme quadratiqne ternaire positive est equivalente an moins 
<i une forme appartenant au domaine !)t. 

20* 
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2. Deux formes quadratiques ternaires qui sont interieures au do- 
maine 9fl ne peuvent etre equivalentes. 

En effectuant la transformation da domaine 91 k Taide de tontes leg 
substitutions ä coefficients entiers et ä determinant ±1, on composera 
rensemble (dt) des domaines. 

Chaque domaine di appartenant ä Tensemble (9t) poBSÖde six domaines 
contigQB par des faces ä 5 dimensions. 

Le domaine 91 sera transforme en des domaines contigus ä Taide des 
substitutions suivantes: 

(—1 01\ /Ol— 1\ /o-li\ 

-11 I, S, = ( 10-1 1, S, = i 0-10 ), 

01/ \00— 1/ \i_-io/ 

(0—1 0\ /— 1 0\ / — 10 0\ 

-1 Ol, S,^i O-l), «6 = 1 01-1). 
0—1/ \ 0— 1 0/ \ 00-1/ 

Chaque Substitution de cette serie transforme en soi-m^me une face 
correspondante ä 5 dimensions du domaine 91 et permute deux domaines 
de Tensemble (9t) qui sont contigus par cette face. 

II en r^sulte une methode pour la recberche de la Substitution qui 
transforme une forme donn^e en une forme appartenant au domaine 9t. 
Cette methode est analogue ä celle qui a öt^ expos^e au n^ 27. 

En appelant reduite chaque forme quadratique ternaire positive 
appartenant au domaine % on etablira une nouvelle methode de r^duction 
des formes quadratiques ternaires positives qui peut 6tre consider6e comme 
une generalisation de la methode de reduction de Lagrange. 

Sur la forme parfaite ^ + ^ + • • • + ^« + ^i ^ + ^i ^4 H h ^«-i ^h- 

34. Examinons la forme parfaite 

obtenue au n^ 31. On a pos^ 

a,.. = 1, (• = 1,2, ...«), aj2 = 0, ^V = ö' = >.2,...ii; >=1,2,...«} ,+» 



•) La forme g>^ a ete donnee par M. M. Korkine et Zolotareff dans le Memoire 
cite. (Mathematische Annalen, t. VI, p. 367.) 
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II en resnlte qne 

En auppoBant qae ^>4, on aura^i^ — n representations du minimam 

de la forme (pi dont le nombre est plus grand que . ^v.^+ \ 

Ces repreaentatioDS du minimum de la forme (pi aont caracteria^ea par 
lea formes lineaires 

2 
2 ä +«-* 2 "*"*•" 



'^•11»— « — »^1 + ^2 •^»1— 1 *^n • 

Le domaine Ri correspondant ä la forme parfaite (pi est composö 
des formes dötermin^es par Tegalite 

/(a'ijÄ^j, ...a:J = j; pjij oü p*>0. (*=i,2,...[i.»-n]) 

Cherchons les inegalites lineaires qui definissent le domaine B^. 

Le nombre de ces inegalites est tr^s grand m^me ponr n = 4. 

On surmontera les difficnltes qui en resultent ä l'aide d'nne methode 
particuli^re. 

36. Cherchons le groupe ^, de substitutions qui ne changent pas 
la forme (pi. 

A cet effet, introduisons dans nos recherches one forme quadratique 
CO d^terminee par Tegalit^ 



(O 



Apr^s les r^ductions, on obtient 

(o (o?!, ^2, . . . Xn) = na^i + nxl + 4a^ H h 4x^ + 2 (n — 2) x, X2 

— 4a;i ^3 — ••• — 40^1 x^ — 4^2 ^3 — • 40^2 x^. 

On peut donner ä la forme co Texpression suivante: 

CO (xi, a:,, . .. O = {x,^ x^y + (x, + x^f+ (^1 + ^- 20:3)'+ ••• + (oJj + Xj - 2x;)\ 

II est ais6 ä demontrer qne la forme adjointe ä la forme parfaite 
9)1 a des coefficients qui sont proportionnels ä cenx de la forme co. 
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II s'en anit qne la forme parfaite cp^ est extrSme. 
Observona que les formes lineaires 

caraeterisent 7i representatioDS du minimum 4 de la forme co. Dana le caa 
n > bj d' antrea repr6aentationa du minimum de la forme to n'existent pas; 
dana le caa n = 4, on obtient 12 repr^aentationa du minimum de la forme co. 
En obaervant que 

</>i = 2[(^i + ^ + "- + A«)'+(^i-^)' + ^+--+^2j, 

on peut dire que le groupe ^i, dana le caa n>b^ est compoae de toutea 
lea permutationa des formes 

Dans le cas /t = 4, on ne determinera de cette mani^re qu'an diviseor 
da groupe g^. 

En döaignant 

^'1=^1 + ^ + ••• + <, i4 = Ä:;-a;;, ?4 = ^ir--< = ^l? 
poaona 

(2.) u,=^e,u',^, 0=1. 2... n) 

oü e,= + 1 (t= l,2,...n) et lea indices A:,, A:2? •.•^« pröaentent une perma- 
tation quelconque des nombres l,2,...n. 

Chaque Systeme dea egalit^s (2.) definit une aubatitution du groupe ^,. 

On en conclut que le groupe g^ eat compoa6 de 2"""*^! aubatitutiona 
diff^rentea, dana le caa n>b. 

36. Suppoaona que le domaine R^ aoit d^termin^ par lea in^galitea 

^piPüi >0. (»=1.2,...o) 

En designant 
on determinera, comme nous Tavons vu au n"" 22, o formes parfaitea 

(3.) (p[^^= (pi + (fk y^k (»-i,2,...a) 

contiguSa ä la forme parfaite (p^. 
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Toutes les aabatitations da groupe gi ne feront qn'ane permatation 
des formes 

(4) V^nV^aj-'-V^o. 

Effectaons la transformation des formes (3.) et (4.) ä l'aide de la 
substitatiou 

(5.) a:,+axjH h^„ = ^i, x^ — X2=^ai^ a^=oi^^...x^ = xl. 

La s^rie (4.) sera transform^e en une s^rie 

(6.) V^lit^i, ...V^a- 

D^signons par g un groape de substitutions 

oü e = ±l (i =3 1, 2, ...n) et ki^k2j...k^ pr^sentent une permatation des 
nombres l,2,...n. Ghaqae sabstitation da groope g ne fait qa'une per- 
matation des formes (6.), et ä ane teile sabstitation correspond ane sab- 
stitation da groape gi. 
En d^siguant 

on d^.terminera ä Taide des in^galites 

(7.) -2'/^*^a,.a,>0, (*-i.2,...a) 

an domaine 9i. 

La forme (pi sera transform^e en ane forme 

k Taide de la sabstitation (5.)i et chaqae systöme (^i,^,...^n) de nombres 
entiers Xi^X2j...x^ sera remplace par an Systeme (^1,4, ...^t:!) de nombres, 
entiers aassi, .ri,4---*^n satisfaisant ä la condition 

(8.) .r; + 4 + - + < = (mod. 2). 

II en r^salte qae les formes Unfaires (1.) qai correspondent aax 
diff^rentes repr^sentations da minimam de la forme (pi seront remplac^es par 
les formes 

x] -\- xl etafi — Xj (i=-i, 2, ...«;;=!, a....fi;ft» 
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qui caract^risent les differentes repr^sentations du minimum 2 de la forme 

quadratique x'^ + x!^ •\ Yx^^ dans Tensemble (Z') de tous les »ystömes 

(arl,4,...*0 d®8 nombres entiers ^1,4,..- ^1 satisfaisant k la condition (8.). 
On en conclat que les ar^tes du domaine 9t seront caract^risees par 
lea formes qaadratiques 

{X\ + X]y et (^!— .a}'y. (•=-1.2,...n;;=l,2,...«;,-4:/) 

En vertu de (7.), on obtient les inögalit^s 
(9.) i^*>+2i^^*Hi^^*^>0 et i^*>-2i^f>+i5*>>0. 

(Jfc=l,2,...0; <=l,2,...ii; >=l,2,...ii; i+j) 

ExaminoDS nne forme qaelconque 
(10.) xp\x[,x',,...x:)=2P,x\x] 

appartenaut ä la s^rie (6.). En vertu de (9.), on aura 
(11.) i^, + 2i^+i>,.>0 et i^,-2P, + i^>0. 

(, = 1,2,...»; y=l,2,...n; t+J) 

Parmi ces conditions on trouvera 1 6galit6s qui d^finissent les coefficients 
de la forme (10.) ä un facteur commun pr^s. Toutes ces ^galit^s seront 
de forme 

(12.) P,,-2eaPa+A* = oü ^..= ±1. 

Supposons quHl existe une combinaison des valeurs de k et h satis- 
faisant anx conditions 

(13.) Ph + 2P,, + P;^>0 et P,,-2P,, + P**>0. 

En observant que le coefficient P^^ n'entre pas dans les autres in- 
^galit^s (11.), on en conclut que le coefficient P^ i^^ste ind^termin^. 

Pour que tous les coefficients de la forme (10.) soient d^terminds 
par les conditions (12.), ä un facteur commun pr^ il est n^cessaire, le 
coefficient P^, ^tant ind^pendant des autres coefficients, que tous les coefficients 
qui restent s'annulent. 

En vertu des in^galites (13.), cette supposition est impossible, donc 
Tegalitö (12.) doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs des indices 
k et A. 

On obtient ^ ^ conditions 

(14.) Pu— 2e;tA^*A+AA=0 oü ^4A=±1. (fc = 1.2,...«;A=l,2,...«;*4:A) 
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Voronot^ sur quelques propinetes des fcyi'mes quadratiques positives parfaites. 157 

qni »ervent ä d^terminer les coefficient8 Pj^a en fonctions des coefficienta 

Les coefficients l\^^Pn^... P^ ne peavent Stre ind^pendants, et seront 
li^s an moins par n — 1 ^quations de la forme (12.). Donc, au moins dans 
n—\ cas, ou aura les ^quations de la forme 

(16.) Pa + 2n, + A;. = 0. 

Ponr abr^ger, appelons ces ^qaations donbles. 

Cela pos^, supposons, en premier Heu, qa^il existe au moins im 
coefficient parmi ceux de la s^rie (15.) qui n'entre pas dans les ^qnations 
doubles (16.). On peut supposer, pour fixer les id^es, que P„ soit un tel 
coefficient. 

Le coefficient P» ^tant ind^pendant, tous les coefficients P22,.../ 
s'annnleront et, en vertu de (14.), les coefficients 



nw 



P P P 

^231 ^24 5 ••• ^ n-l,« 

s'aunuleront aussi. 

Le coefficient l\x sert ä d^terminer les coefficients P12, Pn? ... Pi„ Jt 
Taide des ^quations (14.) qui prennent la forme 

Pa-2e,tP,t = 0; (fc«2.3....n) 

11 s'en suit que 

2 Pu = ^n l\x . (*=2, 3, ... n) 

Comme, en vertu de la supposition faite, 

P„ + 2^uPu>0, (* = 2.3,...«) 

11 est n^cessalre que 
et on peut poser 

Pn = l. 

La forme (10.) est d^terminde par les ^galit^s obtenues, et 011 aura 

(17.) v' (^;,^, ... ^0 = -^r+ e,,iv\x,+ ... + e,,;i-;;^':. 

En rempla^ant les variables 

^12 ^2 ? ^13 ^3 ? . • • ^m '^'n 
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158 V"oro7ioi, sur quelques proprüies des formes quadratiques })ositive8 parfaites, 

par les variables x->,...,v\,, on remplacera la forme (17.) par la forme 

^'Gr;,4,....r:) = .r;(;r; + .^ + ... + .0. 

Supposons, eil second lieu, que tous les coefficients (15.) entrent dans 
les ^quations doubles (16.). 

Au moins uu des coefficients (15.) ii'est pas nul. Supposons que 
l\f, + 0. D'aprös Thypothese, le coefficient l\j. entre au moins dans une 
equation double 

II s'en suit que 

I\,^i) et />,,+ P,, = 0, 

donc les coefficients l\i, et l\f, ont des sigues oppos^s. Supposons, pour 
fixer les idees, que 

(18.) i^n = ~l. 

En examinant les in^galitcs 
on en deduit 

l\l,> 0. (A=2,3....«) 

II en resulte que Tequation double 

devient impossible taut que k ^> 2 et h>2, donc toutes les ^quations doubles 
seront de la forme 

De ces ^quations on tire, en vertu de (18.), 

(19.) 7^,, = 1 et Pa=0. (A=2,3....n) 

En substituant les valeurs obtenues des coefficients P„. P22? ••• l\n dans 
les equations 

on obtient, ä cause de (19.), 

i\h=^kh OU ^itA=±l. (A = 2,3,...i.: A = 2,3,...»., lr4=A) 



Voronot, sur quelques proprii'Us des formen quadratiques poititwes parfaites. \q\) 
La forme (10.) anra pour expression 

(20.) v^'(.r;,.r;, ....<) - - j;'+ 4+4^ i- 4-v 2e,3 .<•;.»•; 

+ '2e^,A^x\ 4- ••• + 2 <>„_,,„ .C .< 
oü 

^23 == i 1 1 ^24 ^^ i 1 1 • • • ^«—1, /i == i 1 • 

f«-l) (n-2) 

On obtient de cette mani^re 2 ^ formes diff^rentes. En per- 
matant les variables et en changeant lenrs signes, on diminuera notamment 
le nombre des diff^rentes formes d^termin^es par la formule (20.). 

37. A Taide des r^sultats obtenus, on peut reconnaltre ais^ment, si 
une forme quadratique donn^e ^0^x^,1) appartient ou non au domaine 91. 

On examinera, en premier lien, les somraes 

(Ä = l,2....»j) 

Toutes ces sommes doivent etre positives on nulles. Les iii^galites 

(21.) a,, - \a,,\ |r/,_,,t| - |^/,^,,,| \a„,\ > 0, (*=i,-^....) 

pr^sentent les conditions n^cessaires et süffisantes pour que les inijgalites 

eik «u + ^2k (hl H h ^^ifc «nifc > (*=i,2....«) 

aient liea. 

Examinons, en second Heu, les inögalit^s 

-«II + «22 + (hi +'"+ ««n+ 2^23 «23+2^24 «24 + — + 2^„.,,„ ör„_,,„ > 

oü 

^23 = ± 1, ^24=^± li... ^«-I,n=± 1- 

Ces in^galit^s peuvent 6tre remplac^es par une seule 

- (hl + «22 + «33 + ••• + «nn - 2 jo^jj - 2 j^j*! 2 !««_,, J > 0. 

On pr^sentera cette in^galit^ sous la forme 

«11 + «22 + ••• + «»»- 2 |a,2|-2|a,3| 2|a„.,,J>2(^/„ -|a,2| Kl). 

En permutant les variables, on obtient n in^galit^s 

^99 N ''n + «22 + ••• + «nn " 2 |flr,2| - 2\a,j\ 

'^^''•^ -2K.,„|>2(a,,-K| Kl) oü k=l,2,...n. 

21* 



160 Vorono'i, sur quelques propnetes des forvies quadratiqu£S j^osüives parfaites, 

NoQS sommes arrivds an resultat saivant. On peut reconnattre ais^- 
ment, si une forme quadratique positive doun^e / appartient ou non au do- 
maine 7?,. A cet effet, ou trunsformera la forme f en uue forme /' ä Taide 
de la substitutiou adjointe k la substitutiou (5.) et ou examinera 2 n in- 
^galit^s (21.) et (22.). Pour que la forme /' appartieuue au domaine Äi, 11 faut 
et il suffit que la forme /' v^rifie 2n in^galit^s (21.) et (22.) 

88. Revenons maiutenaut aux formes parfaites (3.) contigues k la 
forme parfaite ip^. Nous avons vu que ces formes seront transform^es k 
Taide de la substitutiou (5.) en des formes 



1 / '2 



.y O^'i + ^h + '" + ,r„ ) + (>^. v^* (.ri,.r,, ... j;). 



(*=l,2,...o) 



Les formes V^l, V^i, ... ^f'a peuveut 6tre transform^es k l'aide des sub- 
stitutions appartenaut au groupe g en des formes 



(23.) 
oii 



1.) x;(-i-:-4+4+4+-+.0, 

2.) -.i^ + .rr+af+-.. + .r:*-2a;.r; 2.r;..;+ 2 e„ ..;.«•; 

+ ••• 4- 2<'._,,„.rl_, .(•;,, 



^J» — dLlv ß«-l.n — i 1» 

La snbstitatioii inverse ä la substitation (ö.): 

^i = ^i + .^2 + ••• + •«•„ .i{='Vx~Xi, .r; = .<3, ••••'- = •'.. 
transformera les formes (23.) en des formes 

1.) -2a-,a„ 

2.) 4(.r,ai-<J'j,a:,av <^»-i.»«„-i.O. oü (r,4 = 0onl, ... <y„_i, = Ooul. 

Oll en conclnt qae tontes les formes parfaites contigues k la forme 
<Pi sont äquivalentes aax formes parfaites suivantes: 

1.) <fi-(iXiXi, 

2.) (pi-\r(f (.i-, .r, - (^34^3.^4 <J._,,„ ;<•,_! .<;), 

oü 

(J3,= 0oul,... ();_,", = Ooul. 
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Recherche de la forme parfaite (fi — Qd\Xy. 

39. La forme parfaite (pi poösede, comme noas Tavons va aa n] 38, 
plasieurs formes parfaites contigoe» qui ne sont pas äquivalentes. 
On ne d^terminera dans la suite qu'une seule forme parfaite 

contigue ä la forme parfaite (pi. 

Nons avons d^montr^ au n^ 22 que le parametre (ß präsente la plus 
petite valeur de la fonction 

d^termin^e ä condition que 

(2.) .r,.r3>0. 

En posant 

.rj = l, .1-, :=0, .1-3=1, a-4 = -l, .r,=0,... a'n = 0, 
on obtient la valeur de la fonction (1.) qui est ^gale ä 1, done 
(3.) 0<p^l. 

Effectuons la transformation de la fonction (1.) k Taide de la Sub- 
stitution 

(4.) .r3=.r;, -cri + .r,=.r;, .ri+-t^+-- + .^;=-^ii, .r4 = .r;,.,.x,=.i;: 

on aura 

— ^\ \^\ + '^2 H r •^n; 

oü, ä cause de (2.), 

(6.) ^;or;+.7:; + ...+^r:)<o 

et, k cause de (4.), 

^K+4 + -+a-: = (mod2), 

les variables ^1,4,...^^ ^tant des nombres entiers. 
D6signons 
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Eu vertu de (5.) et (6.), la valeur cherch^e de p est definie par les 
conditions que l'in^galit^ 

/'(.r,,.r„....0<2 

est impossible, tant que les nombres entier« .^1,.^., — 'n v^rifieut la con- 
gruence 

(7,) ,v^^,r.,-\-'.. + A-=Q (raod 2), 

et (|u'il existe au raoins un Systeme (/n^,./«) v^rifiant T^quation 

(«0 /'Om •'•..... -0-2 

et la coiigruence (7.). 

La forme /' peut etre d^termin^e par l'^galit^ 

(9.) /•(..■„.,■„....,.)-.(,,•, + (, ^■)''+ (.,■.+ (, ^;)'+... + (.r. + (,!j)' 

+ (l + (.-"7'«.'H 
11 s'en suit (jue la forme /' sera positive, ä conditioii que 

1 + p-^-^p^^O, 
et la limite sup^rienre H des valeur s de q veriiie l'^quation 

donc 

(10.) Ä= _^ . 

40. Cela pos^, examinons un Systeme (/i, /2, ... /«) de nombres entiers 
v^rifiant l'^quation (8.) et la congruence (7.). 
Je dis qu'on aura les inegalit^s 

(11.) /,.+ ^^^-<l. 0=2....») 

En effet, si Ton suppose que 
on d^terminera ej^ = ±\ de mani^re que l'in^galit^ 
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ait lieu, et ou posera 

La condition (7.) sera satisfaite, et on aura, en vertu^de (9.), Tin^galite 

/•(/;, 4',... o< 2, 

ce qui est contre Thypoth^se. 

En examinant les in^galit^s (11.) et la forme f k Taide de la formule 
(9.)i 011 d^montrera ais^ment que parmi les syst^mes des uombres entiers 
verifiant T^quation (8.) k condition (7.) se trouve au moins un Systeme 
(/n^2,-.-0 satisfaisant aux conditions 

(12.) /(/n4,...0-2 

et 

(13.) l2 = h+^\ /3-^4=-- = /n OÜ Cy=0 ou ±1. 

En vertu de (6.), on aura Tin^galit^ 

/i[/i + cy+(n-2)/3]<0. 
On peut supposer que 
(14.) A<0, 

et ii s'en suit que 

/, + cy+(/i-2)/3>>o, 

donc, k cause de (13.) et (14.), il est u^cessaire que 

/3>0. 

Je dis que 4 = 1. Pour le d^montrer, eflfectuons la transformation 
de la forme quadratique positive /'GTi,a:2, ... »rj ä Taide de la Substitution 

(15.) ar^ = - X, x^ = y, x^ = x, = ... = x„ = z-, 

on obtiendra une forme positive ternaire 

J'\^1y^^)^^^'' + f+(in-'2)z'-^(fx{^x + y+(7l^2)z). 

En vertu de la condition (7.), les liombres entiers x, y, z v^rifient la 
congruence 

(16.) x + y+(n--2)z = (mod 2). 
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En d^signant 

^ = — A) f^ = kl 2^ = h^ 

on aura, ä cause de (12.), (13.) et (15.), 

F(u^v^w) = 2, 

et la condition (16.) sera remplie. 
L'in^galit^ 

est impossible taut que les noinbres entiers x^ ?/, z v^rifient la congruence (16.). 
Effectuons la trausformation de la forme F(x,y^z) Taide de la 
Substitution 

(17.) x = .T^+,/-V{n^2)z\ y = x'-y\ z = :\ 

1^'ensemble des systfemrs (r, y, :) des nombres entiers v^rifiant la 
congruence (16.) sera remplac^ par rensemble des syst^mes (x\ y\ z') des 
nombres entiers arbitraires. 

D^signons par F' (x\ y\ z') la forme transform^e. Soient D et /)' les 
d^terminants des formes F{x^y^z) et F'(x\y\z'). En vertu de (17.), on 
aura 

(18.) : D'=^4.D. 

Observons que le nombre 2 präsente le minimum de la forme ob- 
tenue F' (.r', ?/', z') d^termin^ dans Tensemble de tous les syst^mes (x\ y\ z') 
des nombres entiers, le Systeme (0. 0, 0) ^tant exclu. 

En vertu du th^or^me connu*) sur la limite du minimum d'une forme 
quadratique positive ternaire, on aura Tin^galit^ 

2 <\2D\ 
II s'en suit que 

/)'>4, 

*) Voyez: Gauss. Werke, t. II, p. 192, Göttingen 1863. 

bejeune-Diinchlet. Über die Reduktion der positiven quadratischen Formen 
rait drei unbestimmten ganzen Zahlen. (Ce Journal, t. 40, p. 209.) 

Hermite. Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. (Ce Journal, t. 40, 
p. 173.) 
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et ä cause de (18.), on obtient 

(19.) ^^ > 1 • 

Cela pos^, observons que la forme F{x^y^z) a les valeurs suivantes: 

En transformant la forme F(a\y^z) ä l'aide de la Substitution 



(20.) 



/«, 1, 1\ 

,1-1 I, 

\«;,0, 0/ 



Oll obtient ane forme 

F„ (x', y', z') = «a:'' + «'//'+ a" f + 2 b y' c' + 2b' :' .v'+ 2 b" .r' y\ 
oü 

(21.) a = 2, «'= 2, «"- 2 + 2p et b = p. 

Le prodnit a-a'-a" dans chaque forme qnadratiqne ternaire positive 

( ' / ,„ j est, comme on sait, tonjours sap^rienr an d^terminant de la 

forme, ä moins qne les coefficients b, b', b" ne s'annnlent simultan^ment. 

En d^signant par A» le d^terminant de la forme F» (x\ y', z'), on anra, 

ä cause de (21.), 

A,<4(2 + 2p), 

et comme, en vertu de (20.), 

il vient 

w''/)<2 + 2p. 

En vertu de (3.) et (19.), on obtient l'in^galit^ 

«'■'<4, 
donc 

w =\, 

41. En revenant anx egalit^s (13.), on obtient 

/, = -«.,/, = (J et 4 = 1, 4 = 1, .../.= 1, 
ofi 

II >Q et <V = 0, 1,2. 
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En substituant les valeurs trouv^es de lij^j"- L dans la fonctioii (5.) 
ou aura 

U reste k d^terminer la plus petite valeur de cette fouctiou k coii- 
ditioii que 

(23.) «>0, -». + fy + «-2>ü, « = « + cy (mod2) et (J = 0,l,2. 

Posons 

(24) u=]/n-l-\a, 

<x etaut an iiombre r^el. 

La fonction (22.) preiid la forme 

— _ 2^+ ("^ « —1) V» + _«' — 2" _+ ^JT i 

^ ~ nyn + (« — 2) » + (d — 2o) Yn + 1 — «' + ad — ö' 

La valear cherchee de (f doit v^rifier Tin^galit^ 

(> < ^^, 
doiic ä cause de (10.), on aara 

.(26.) vs^,-''>»- 

Apr^s les r^ductious, on obtient 

2 _ ^ _ (1 — J* + 2d ;^o')]/n + «?!zLr '^ " ^ — ^r'l« i" *^"J _ 
Yn—l ^ ~(y» — l)[«V'« + («-2)» + (<J — 2o)Vw + 1 — o'Vad-T] 

et, k cause de (25.). il vient 

{l-(r+2d-<t')Vn + (r-2d-l-a'-2tt + 2a<ll>0. 

En observant que 

<r'-2d-l-a^-2a + 2ad'<:0 tant que (T = 0, 1,2, 

on obtient l'in^galit^ 

l-J*+2(y-««>Ü. 

En faisant (T = et 2, on aura 
(26.) «*<! tant que J = et 2. 
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En faisant iJ = 1 , on aura 

(27.) «^<:2 taut qae () = !. 

ü^signons par m \m noni))re entier positif d^termine h Taide des 
in^galit^s 

(28.) VA^-l<m<V7^. 

Kn posant 
(29.) A^ = m'+y>, 

on aura un nombre entier positif p v^rifiant les in^galitds 

(30.) ü<y><2?/?+l. 

Preniirr cas: p est un nombre impair. 

En vertu de (23.) et (29.), on aura une congruence 

u = m''+ p + (i (raod 2), 
p ^tant un nombre impair; on peut poser 

(31.) a^ni'+d+l \ 2t. 

En posant 

]/n = m + $, 
on aura 

(32.) 0<$<1, 

^ cause de (28.). En vertu de (24), on obtient l'^galitd 

et ä cause de (31.), il vient 

(33.) § + a=^7n''-'m + 2 + 2t + ^. 

En supposant que rV = ou 2 , on obtient 

| + a = (mod 2). 

En vertu de (26.) et (32.), il est n^cessaire que 

^+« = 0, 
^lonc 

^/ = m — 1 tant (jue rJ = et rJ = 2. 

•22* 
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En supposant que ^^ = 1, oii obtient, ä cause de (33.), 

^*+ «= 1 (mod 2). 

En vertu de (27.) et (32.), le norabre entier | + « ne peut avoir que 
deux valeurs 

et il en rÖBulte que 

n = m ou m — 2 tant que rf = 1 . 

Ou obtient quatre valeurs de la fonction (22.): 

(w — 1)'+ w — 4 W2'+ n — 3 



Pi ~"/"^__1^/^« ^ 1^' P^ 



(m — l)(7i— w— 1)' ^' vi(n — m — \y 

- (^ — 2)'+^ ~B ^ (^_i)'+n _ 

P3 -(„^ _ 2) (w — m + 1)' ^* (w — 1) (w —'m + 1) 

parmi lesquelles se trouve la plus petite valeur cherch^e de p. 
En observant que 

<^* P2~^i(w-l)(n— w — 1)' 

_ 2 p + 2 

P* Pi-(wi-l)(n — m — l)(n— m + lj' 

_ ?^4-l 

^^ P*~"(m — 1) (w — 2) (n-7?i + 1)' 

on obtient, ä cause de (30.), 

ei<e4<(>3 

et 

P2<ei tant que i>>3, 
ei<C(>2 tant que jt)<:3. 

II n'existe qu'une seule valeur impaire de ^> v^rifiant les in^galit^s 
0<;i><C3, donc on aura Tin^galit^ 

Pi < 92 tant que ^> = 1 . 

Nous sommes arriv^s au r^sultat suivant. 

La plus petite valeur de p axtra pour expression 
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// condition qiie H = m'^ + pf et /e noinbre inqmir j) verifie les inegalites 

3<7;<2m + l. 
I)a)is le cas n = nr -f 1 , /a plus petite valeur de (> sera 

(m — l)'+w — 4 



(> 



(?/? — 1) (W — VI 1) * 



Second cas: p est un nombre pajr. 

ün aura, k cause de (23.), Tinegalitö 

?/ = m^+- d (raod 2). 
Ell posaiit 

011 aara les ^alit^s 

ie = m -! + §'+« et ?+ a = m^— m + 2^ + cJ + 1. 
P^n supposant que (T = ou 2, on obtient 

et il s'en sait que 

H=:m tant que cT = et 2. 

En supposant que (T = l, on obtient 

^ + « = ou §+« = 2, 
donc 

?f = ?n — 1 ou le = m + 1 tant que cT = 1 . 

La plus petite valeur de (> se trouve parmi les valeurs suivantes de 
la fonction (22.): 

_ w*+n — 4 _ (w+l)' + n — 3 

Pi-"^(w — w— 2)' ^^""(w + l) (n — TW— 2)' 

_ (m— 1)'+^ — 3 ^ ^'+w 

^3 - (^ _ 1 ) (^ _ ^j) ^ P* ^ (n _ m) • 

En observant que 

_ 2m +4 — p 

P^ "" P^ ~ w'(w+l)(n— m-2) ' 

_ 4?ii — 2p 

^^"^^^ m{n — m)(n — m — 2)^ 

_ _< 2m — p 

P* P^"";w(m-l)(n — Tny 
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on obtient, ä cause de (30.), 

Nous sommes arriv^s au resultat suivant: 

La ph(,s jßetitr fvflrnr de {) s'exprime pur regalite 

_{in—\y+n — '6 
(vi — 1 ) (« — vi) 

(/ amdition que n = ni^-\- j>, vt le nomhre pair p vmjie /es inegalites 

0<y><2?/i + l. 

42. Nous avons d^termine la valeur du param^tre q qui d^finit la 
forme parfaite ^i — p ^^^i ^h- I^e d^terrainant de cette forme 1)^ en vertu de 
(4.) et (9.), aura pour expression 

(35.) ^,^4 4-4,-^(«-i)^', 

La valeur correspondante de la fonction 'M ((Q d^finie an n" 16 sera 

«/■■- -j- 



'?'• 



En appliqnant les formnies obtenues anx cas: 

« = 4,5,6,7,8, 

on obtient la m^me valenr de (> 

(> = 1. 

Les formes parfaites correspondantes seront 

x{ 4- 4 + ... + .rj + X, .<•, + .- + .v,.r„ I) - ~, m K) = 2 f'',~; 

xl + 4 + - + xl + x,x, + ..' + :r,x,, /) = 2i, aW(a^) = 2J/j; 

^ + .c^ + - + a-;i + x,;r, + ••• + .'>.*■«, /> = ^., 9Jt(«,y) = 2yj; 

^ + .ti + - + *-H*-,^«-4 + - + x„.»v, /) = !„ 9)t(«.>) = 2f|; 

xl^xt + - + xl-\- .r, .r, + • • . + .r; .r„, D = ,J-„ SW («.;,) = 2. 
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On rencontre toutes ces formes parfaites dans le Memoire de M. M. 
Korkific et Zolotarejh Sar les formes quadratiques.*) 

Les formules obtenues donnent un moyen pour la recherche des 
diff^rentes formes parfaites qui verifient Tin^galit^ 

En faisant, par exemple, ;/=12, on aura 

m = 3 et y> = 3. 
En vertu de (34.), on obtient 

donc, k cause de (35.), 

16 2'*' 
«t il s'eu snit qae 



aK(«o) = 2 V3l>2. 



Toutes les formes extremes ^tudi^es par M. M. Korkine et Zolotareff 
ue donnaient pas ä la fonction "^(ßij) des valenrs qui surpassent 2. 

>>ur les formes parfaites quaternaires et sur les domaines qui leur correspondeiit. 

43. Nous avoDS vu au n"" 29 qu'k la forme parfaite principale 
quatemaire 

5 

(p = x\ + x\ + xl + xi-\-x^X2 + x^Xi-\-x^x^ + x.,x^-\-X2X^'\'X^x^, 1^=2* 

€orrespond le domaine R compos^ des formes 

+ Ph C'^2 - ^3)'+ Qj (^2 - ^4)' + P,„ (^3 - ^JI?' 

Toutes les formes parfaites contigu^'s ä la forme principale (p sont 
äquivalentes ä la forme 

(pi=-^i + si + xl + xi+x,x^ + x,x^'\-X2X^'{'X2X^ + x^x^, /j==^. 



*) Mathematische Annalen, t. VI, p. 367. 



172 Voronoi^ siir quelques propmies des fonnes quadrattques positives jxirfaites. 

Le domaine correspondant lii est compose des formes 

Pi a:J + P2 4 + P3 ^ + 9*^1 + (fo C^i - ^'3)" + (fii (ß^i - -^4)"+ 9i O2 - .^3)'+ Ps (^^- ^4)' 

+ (>., (X3- .r,)H Pio (^\+ .^-^ - •^•3)'+ Pii 0^1 + .^2 -.0'^ 

Examinons les formes parfaites contigues ä la forme parfaite (pi. 
Nous avons d^montr^ au n"* 38 que toutes ces formes sont äquivalentes 
aux formes 

1.) (p,-9^^'i^^'ij 

2.) yi + pC^i«^2— ^)'''*3-0? ^^ f)' = ou 1. 

P^xaminoiis trois formet^ parfaites 

1.) (pi + i)XiX2, 2.) (px-()a\d;^ 3.) y^, + e(.ri.r2-.r3.i-4). 

1.) En faisant p = l dans la forme yi + p'''i*^2? 011 obtient la forme 
parfaite principale (p. 

2.) Observons que la forme ^i — p ^i .^3 ^st äquivalente ä la forme 

En effet, la Substitution 

X, — A\ , ,('2 — .rj , »7*3 — .i^, a*| — ./'i -j- u'^ 



ne change pas la forme (pi et transforme la forme u\ x^ en la forme 

Xi .1*3. 

3.) En faisant p = l dans la forme (pi + (f (xiX2 — XiX^)^ on obtient 
la forme 

xl + 4 + *'"3 + .^'4 + .^1 .^2 + x^ a 3 + .r, x^ + X2 x^ + X2 X, 

qui est ^videmment äquivalente ä la forme parfaite cpi. 

On en conclut que toutes les formes parfaites contigues ä la forme 
parfaite (pi sont äquivalentes aux formes (p et (pi. 

II s'en suit que Tensemble de toutes les formes parfaites quaternaires 
peut gtre partag^ en deux classes repr^sent^es par les formes parfaites 
(p et (pi. 

L'ensemble (^R) des domaines correspondant aux diff^rentes formes par- 
faites (|uaternaires est compose de deux classe^s, aussi, repr^sent^es par les 
domaines li et lii. 
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Sur les fo7ines parfaites ä cinq vaii^bles et sur les domaines 
qui leiir correspondent. 

44. Nous avons d^terminö deux formes parfaites ä cinq variables 

n 

9)==a'I + .^2 + --- + 't5 + '^*i-'2 + .^'i.ii + --- + .<Vi*M ^^ = 2M 

9?i = .rj -f x\ H h .^5 + x^x, + .x\ .r, + • • • + .^4 •'5 , /> = z^, - 

Les domaines correspondants R et lii seront compos^s des formes 

R) pi Xl -h ih .i 2 + • • • + Pr, 4 + P« (.i'i - .^'2)' + P: C'*i - .^3)' + • ' • + Pi5 C^ 4 - .''0', 

Ri) Pi -^'i + e2 x2 + '" + gs4 + pn C^'i - .< 3)' + • • • + P2(. G^'i + .''2 - .''4 - -'s)'. 

Examinons les formes parfaites contigoes k la forme parfaite (p^. 
Nous avons d^montrö au n ' 38 que toutes ces formes sont äquivalentes aux 
formes 

1.) (/^,-p.r,.r3, 

(1.) 2.) (p^ + p (.l\ .1-, - ()\VyV:, - (YX, .Vr, - d'\i\x,), 

oü 

(V=o ou 1, (r=o ou 1, rr = o ou i. 

Dans le second cas on obtient 8 formes parfaites. En permutant les 
variables x^^x^^x^ on remplacera les formes (1.) par 4 formes; donc toutes 
les formes parfaites contigu'es k la forme parfaite y, sont äquivalentes 
aux ö formes suivantes: 

1.) ipi + i)X,X2, 2.) y,~p.r,.rj, 3.) ^i + p(.<i.<2-.<'4.0? 
4.) (fi + (f C^'i •<2 — Xi X, — X:,x^), 5.) y, + p (.i\ x., - .73 ,c^ - .^3 .rg - x^ x^). 

1.) ICn faisant p=l dans la forme parfaite (pi + {jx^x2^ on obtient 
la forme parfaite q). 

2.) Nous avons vu au n"" 42 que la forme parfaite (pi^ffx^x^ est 
d^termiuee par la valeur p = l du param^tre p dans le cas m = 5. On 
obtient la forme 

(2.) (p[=4 + 4 + 4 + 4-{' '^i + 'ii'^'4 + x,x,+.^. + ,v,x, 

qui sera transform^e ä Taide de la Substitution 

Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 3. 23 
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eil une forme parfaite yp 

3.) Dans la forme <Pi + (>0i'i2 — •*4'0, on posera (> = ! et on obtiendra 
la forme 

qui est evidemment equivalente k la forme (/),. 

4.) Dans la forme ^fx-\'i){^^\Xi-.\\x^'-'X^x^^ on posera p = l et on 
obtiendra la forme 

qui est evidemment äquivalente ä la forme parfaite (2.). 

5.) II ne reste qu' k doterminer la forme parfaite: 

(3.) ifx + (> Ci'i .i'2 - .^3 ^n - X, X\ - .\\ X^. 

En effectuant la transformation k l'aide de la Substitution 

(4.) -.ri + .r,=.r;, .ri + .r2+^i3 + .^'4 + *^'6=''2, x^=x^, x^^a\, .i'5 = .r; 

de la forme 

2 y i + 2 p (.<! .\\ - ^3 .r, - x^ Xr, - ^4 .r^), 

on obtient la forme 

f2 , ,2 ,2 ,2 , ,2 , (>r ,2 , ,2 , ,2 , r2 - ro 

.iy 4..(.^ +.^.3 j^x^ j^x', ^-\\r-Xx +.r, +.r3 +^^ +.r5^ 
^^•^ - 2 4 4 - 2 4 .^:; - 2 .1^ .^i - 2 .^^ 4 - 2 ,i^ 4 - 2 ;^; ;^i]. 

En vertu de (4.) les variables entiferes .rl,.^2r^'3r''4?*^*5 v^rifient la eon- 
gruenee 

(6.) ^ .r; + .r; + .r; + .rl + x!, = (mod 2). 

En appliquant k la forme (5.) la m^thode exposee au n^ 2, on d^ter- 

minera la valeur de la limite sup^rieure Ä>0 des valeurs | k l'aide des 
^quations 

$,-Ä|l=0, ^2+Ä(l2-^3-|4-^5)=0, S^3+/i(-^*2+b^-^4-^5)=0, 

II en r^sulte que 

§2 = ^3 = ^4 = bS» 

et on obtient deux ^quations 
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f,(l~/;)=0 et 12(1-2/0 = 0, 
donc 

En posant 

(7.) .r; = o, 4 = 1, .<; = i, .«•;=!, .r: = i, 

on satisfera ä la condition (6.) et on aara la valenr 4 — 4 (> de la forme (5.). 
En faisaiit 

4-4p = 2, 
on obtient 

1 

II s'en soit qae la forme quadratique positive 

C»-; .r, + .J-, + - + -h + 4 [- -'i + -«J + 'h + 4 + .«-s 

_24.r; 244] 

aura une valenr 2 correspondaut an Systeme (7.). 

En vertu de ce qai a ^te dit au n" 23, la plus petite valenr de la 
forme (8.) correspondra k un systtsme (/i,/^,-"^) verifiant l'inogalitd 

On obtient Tin^galito 

II est aise ii demontrer que le syst^me (7.) est le seul verifiant cette 
inegalit6 k condition (6.), les syst^mes qui v^rifient l'in^galit^ 

-.rr+4' + .'r+.';N-4'- 244 -244-244- 244 
-244-244>0 

ötant exclus. En faisant (> = » dans la forme (3.), on obtient la forme 



parfaite 

2 -'"i -«J + -'"i •' j + • • • + .^s .1 5 + 2 •' J *4 + 2 *^3 •''s + 2 



y, = .v\ + .rj + • • • + .«-5 + 9 .''i Vi + .J-, ./j + • . . + a\ .1-5 + 5 .r, x^-\- ^ x^ x^ + s -U x^, 



23* 



176 Vorono'i, sur quelques jiropriMs des fonnes quadratiques positives parfaites. 

Le domaine correspondant R^ est compos^ des formes 

Pl X\ + P2 ^^-2 + • • • + (>5 .^5 + (>ü C^'l ~ ^'^3)' + • • • + Pll (.^^2 - .? 5)' 

+ Pn C^i + ^^'2 - .^3 - •^■4)' + ei3 G^i + «t^ - d\ - Xr^^ + pi4 (a\ + .r , - .r, - .^5) ' 

+ PlS (- ^^1 - .^2 + .^3 + ^^\ + ^h)'' 

Le nombre des param^tres pi,p2r*'Pi5 ^^^"^ ^^g^l *w nombre des di- 
mensions du domaine J^z, on determinera sans peine 15 inögalit^s qni d^- 
finissent le domaine i?2. 

45, Nous avons d^montr^ que toutes les formes parfaites contigues ä la 
forme parfaite cp^^ sont äquivalentes aux formes parfaites 9), ip^ et 7?2- 

Cherchons les formes parfaites contigues ä la forme parfaite 9?2« 

A cet effet observons, en premier lieu, que la forme parfaite (p^ est 
contiguö k la forme parfaite ^21 puis observons que toutes les formes par- 
faites contigues ä la forme </?2 sont äquivalentes. 

Pour le d^montrer, examinons toutes les faces ä 14 dimensions du 
domaine T^^- 

Le domaine R2 est caract^rise par 15 formes quadratiques 

cZ|,.i2j ^37*^41 ^5» (*^l~*^'3)? (^'l""'^^)? (^l""*'^) 1 0^2"" «^3) '? \:^2 — *^\) ^ 

Cliaque face ä 14 dimensions du domaine R2 eu poss^de 14, et la 
forme qui reste peut 6tre appel^e forme oppos^e k la face. 

On en conclut que chaque face est bien d^terminee par la face 
oppos^e. 

Pour que les formes parfaites contigues ä la forme parfaite 9)2 soient 
äquivalentes, il faut et il suffit que toutes les faces du domaine R^ puissent 
Stre transform^es Tune en Tautre ä Taide de substitutions qui ne changent 
pas le domaine R^ ou, ce qui revient au m^me, que les formes (9.) puissent 
Stre transform^es deux ä deux ä Taide de substitutions qui ne changent 
pas le domaine /?2. 

II serait ais^ ä 6crire toutes ces substitutions, mais * on proc6dera 
d'une autre mani^re, plus exp^ditive. 

Observons que la face P appartenant aux domaines Ry^ et R2 est 
caract^ris^e par toutes les formes (9.), la forme {:-x^—x^+x^-\-x^+x^^ 6tant 
exclue. 
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A l'aide de la Substitution adjointe ä la Substitution (4.), on rempla- 
cera les formes (9.) par les formes suivantes: 



(10.) 



\(A±^. o^±^)^ (^^;±4)^ «±4)\ o4+4)^ c^^+^riy, 
l(4+4)^ oH.o^ Qv',+x:)\ o^+4)^ (a+^+^+^^ 



En changeant le signe de i'l et en permutant les variables x^^ x'^j 
•rl, .i's, on transformera en soi-m6me les formes (10.), et la forme (.12+^3+ 4+4)^ 
ne sera pas chang^e. 

A chaque Substitution pareille correspond une Substitution qui trans- 
forme en soi-meme le domaine /?2 et la face P du domaine J^s, et ne change 
pas la forme (~Xi — a'2 + iV^ + x^ + x^y. 

En changeant le signe de .rl et en permutant ^ii^a^^a\^x^y on trans- 
formera la forme (.^1 + 4)^ en des formes 

(A±^. (^;±4)N (^•;±4)^ o^ii^n 

et on transformera la forme (a:i+.Ti)^ en des formes 

(4+:^;)^ (4+^;y, cr;+4)^ (^;+^;)^ (a:;+4)^ (x[+x',y. 

Donc, les formes 

(11.) ix[ + x',)\ (ix',+ x',)\ (:d,+ x',+ x:+x',y 

xestent seules ä examiner. 

En revenant aux formes (9«), on obtient les formes correspondant 
4iax formes (11.) 

(12.) .r^, xl (-Xi-X2 + x^ + x^-\-Xs)\ 

II est d^montr6 que toutes les formes (9.) peuvent £tre transform^es 
en des formes (12.) ä l'aide de substitutions qui ne changent pas le domaine R2. 
A l'aide des substitutions 

rf/ 1 !^ J^ — X^ ^ X2 ^= X^ , X^ ^ X2 j •1'4 =^ Xi -p ^2 X^ ^5 ) ^5 = •^11 »^3 

et 

Xy =^ ^1 , X2 = ^'i X2-T X^'i' X^'Y X^j X^ = 5?3 , Ä^4 = ^4 j ^5 '^^ ^5 J 

on transformera le domaine R2 en soi-mgme, et la forme xl sera transform^e 
en des formes x] et (— a:i — a;2 + a;3 + a:4 + a:5)^ 
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N0U8 avons döraontr^ que toutes les faces du domaine liz sont äqui- 
valentes. II en resulte, corame nons Tavons vu, que toutes les formes 
parfaites contiguös k la forme parfaite (f2 sont äquivalentes ä la forme par- 
faite (p^. 

On en concjlut que toutes les formes parfaites Ji cinq variables com- 
posent trois classes diff^rentes repr^sent^es par les formes parfaites (p^ (pi et (pj. 

L'ensemble de domaines (li) peut etre partag^ en trois classes, aussi, 
repr^sentees par les domaines /f, /?, et 7^2- 

Fin du Premier Memoire. 
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Über die Elimination von Variabein zwischen den 
La^ran^eschen Gleichungen der Dynamik. 

Von Herrn Leo Koeniysberger in Heidelberg. 

JÜie Frage, mit welcher sieb die vorliegende Untersuchung beschäf- 
tigt, kann im wesentlichen dadurch charakterisiert werden, daß die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt werden sollen, unter 
denen die auf algebraischem Wege mittels Differentiation oder durch un- 
mittelbar ersichtliche Integrationen ausgeführte Elimination gewisser Para- 
meter aus Lagrange^chen Gleichungen, welche einem allgemeinen kinetischen 
Potentiale erster Ordnung oder speziell einem solchen wägbarer Massen zu- 
gehören, wiederum auf Lagrajige^che Gleichungen führt, die einem kineti- 
schen Potentiale erster oder höherer Ordnung entsprechen, also einem 
Probleme mit weniger Parametern angehören, welche entweder wieder mecha- 
nischen Kräften oder Kräften höherer Ordnung unterworfen sind. 

Bevor ich nun dieses allgemeine und, wie ich glaube, für die An- 
wendungen nicht ganz uninteressante Problem angreife, muß ich zu den 
bekannten Eigenschaften kinetischer Potentiale beliebiger Ordnung noch 
einige Bemerkungen und Ergänzungen hinzufügen. 

§ 1. 
Nehmen wir an, daß die Bewegung eines Systems von n Punkten 
mit den Koordinaten .^„2/,,^/ durch eine Gleichung von der Form 

«|/ dH.ddlJ .. ..,^, d- dB Y\^^.f dH.ddlJ 
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beschrieben werde*), worin t die Zeit, X^, T,, Z^ Funktionen von /, den Ko- 
ordinaten und deren Ableitungen bedeuten, welche die nach den Koordinaten- 
achsen wirkenden Komponenten der äußeren, dem Gesetze von der Summa- 
tion der Arbeit unterworfenen Kräfte darstellen, und cJ'a-,, Jy,, dz^ alle mit den, 
den Koordinaten auferlegten Beschränkungen verträglichen, virtuellen Ver- 
rllckungen bezeichnen, so wird H^ welches eine beliebig gegebene Funktion 
von /, den Koordinaten und deren Ableitungen bis zur i^-ten Ordnung hin sein 
soll, das kinetische Potential i^-ter Ordnung genannt. 

Wird als Maß einer jeden nach einer Graden L wirkenden Kraft für 
die Strecken / auf dieser Linie der Ausdruck 

dl "*" dt dV *" "^ ^ ^^ dV' ö/(»') 

zugrunde gelegt, worin T im allgemeinen eine beliebige Funktion von 
^, /, /',... /^"^ sein kann, welche, wenn nur Kräfte in Betracht kommen, fUr 
welche der Satz von der Summation der Arbeit Gültigkeit hat, eine homo- 
gene Funktion 2. Grades von Z, /',... Z^*^^ sein muß, wird ferner angenommen, 
daß die inneren Kräfte des Systems eine Kräftefunktion U im erweiterten 
Sinne besitzen, oder daß die auf den Punkt x^^yi^z^ wirkenden Kraftkompo- 
nenten derselben durch die Ausdrücke 

_dU d dU_ . , iy,.i d:;^JU 

dz^dtdz'i '"^^ ^ dt-dzi^> 
dargestellt werden, dann wird 

sein, und T als Analogen zur lebendigen Kraft in der Mechanik wägbarer 
Massen die aktuelle, — U die potentielle Energie darstellen, wobei im allge- 
meinen jedoch eine Trennung dieser beiden Energieen nicht vorausgesetzt zu 
werden braucht. 

Sind die 3n Koordinaten durch die k Bedingungsgleichungen 

fi (^, ^^i, yn ^.);= 0, f2 (/, ;r,, 2/,, z,) =;0, ...fi (t, .r,, y,, z,) = 



*) s. meine Note „Über die Grundlagen der Mechanik" in den Sitzungsberichten 
der Berliner Akademie 1906. 
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mit einander verbunden, vermöge deren sich die 3/i Koordinaten durch 
^n — l==iii von einander unabhängige Parameter in der Form ergeben mögen 

80 wird man zur Transformation der Bewegungsgleichungen in die Variabein 
P\)P2j"'P/u ^®s folgenden wegen am zweckmäßigsten dieselben in die Form 
setzen 

~J fiidt= /i(AVk.+ }:%+z,rV^,)rf^, 

«y •./ 1=51 

wobei angenommen wird, daß die Variationen der Koordinaten und deren 
Ableitungen bis zur (r — l)-ten Ordnung hin an den Grenzen ^, und ^, ver- 
schwinden. 

Werden nun die durch Substitution der Parameter sich ergebenden 
Ausdrücke durch Klammern unterschieden, und 



gesetzt, 80 folgt 

*)f{H)dt = J'£l>Jp,dt, 



(5=1 2....//) 





1» 



und hieraus in bekannter Weise die /li erweiterten Lagrange^chen DiflFeren- 
tialgleichungen 

dp. ^ dt dp'. ^^ ^^ ,ledp.(*^-^'- '-'•'••••"J 

Dieselben können nnr dann durch das erweiterte Hainilton»che Prinzip 
ersetzt werden, wenn die längs der 7>Koordinaten genommenen änderen 
Kräfte P, ein kinetisches Potential Q besitzen, also 

,, dQ, ddQ , , .^„., * dQ 

''=-d];:+d[^di.r"'+^-^^ ^-d];je> "='•'-'" 

ist, wonach dann die obige Gleichung die Form 

<yf({ll)-Q)dt=0 
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aunehmen wird, und dies wUrde in dem besonders wichtigeu Falle eintreten, 
wenn die P, Konstanten oder reine Funktionen von / wären, also die Variations- 
gleichung 



<y/((/7) + i/>,)rff=o 



lautete, oder auch ohne weitere Bedingung, wenn 5=1 und P eine beliebige 
Funktion von t und p ist, indem dann die Bewegungsgleichung durch 



Sj\{U)+fPdp)dt = 



ersetzt werden kann. 

Ist nun H ein kinetisches Potential erster Ordnung, so lauten die 
Lagmngem\iQ\\ Gleichungen 

worin von nun an H ohne Klammern als Funktion von t^Pxy^pft^lhi **4^*fA 
aufgefaßt wird und in der Mechanik wägbarer Massen durch Transformation 
des Ausdruckes 

H=^-T-U 



entstanden ist, wenn 



^ 1=1 



die lebendige Kraft des Systems, und U die nur von t und den Koordinaten 
abhängige Kräftefunktion der inneren Kräfte bedeutet; die äußeren Kräfte 1\ 
sollen nur von t und den Parametern, nicht von deren Ableitungen abhängen. 
In der Mechanik wägbarer Massen wird, wie aus den oben bezeich- 
neten Substitutionsgleichungen und deren nach t genommenen Differential- 
quotienten 

•'•- dt +:^xdp/'' 'J'- dt +i, dpj'*' ^•— dt ^£dp/' 

hervorgeht, // eine Funktion 2. Grades der Ableitungen der Parameter von 
der Form sein 
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(2.) //=ii;cü„^(/,p„..._p^)KyJ;,^-ico„(^^>„...;v)pL+ö'(^y>l,.•.M 

worin 



"~~=l 'Vä/^a df^dpa dt '^ dpa dt J' 

•"=--2i;'"'((l?)"+(t)'+(l?)')-^(''^"^"^'' 



ist, während, wenn die Substitntionsgleichungen / nicht explizite enthalten, 
das kinetische Potential // von U abgesehen eine homogene Funktion 
2. Grades in den Ableitungen der Parameter ist, indem die tu,, und der erste 
Teil von cw verschwinden. Umgekehrt wird jedes Lagra7ige^che DiflFerential- 
gleichungssystem, ftir welches das kinetische Potential H die Form (2.) hat, 
auch stets ein ßewegungsproblem in der Mechanik wägbarer Massen defi- 
nieren, wenn man nur, wie leicht zu sehen, die Anzahl n der Punkte der 
Bedingung unterwirft, daß 

ist. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß, wenn die Zeit t weder in den Be- 
dingungsgleichungen noch in der Kräftefunktion und den Ausdrücken für 
die äußeren Kräfte explizite vorkommt, auch die Laffra?ige^chen Gleichungen 
dieselbe nicht explizite enthalten werden, doch kann letzteres auch ein- 
treten, ohne daß jene Voraussetzungen erfüllt sind. Die Unabhängigkeit der 
Gleichungen (1.) von t erfordert nämlich nur die Identität der Gleichung 

und somit zunächst wegen 

dm ^ 

n > n y ^. ^^ ^ 0,0 = 1,2,...^) 

für das kinetische Potential nach (2.) die Form 



welche in (3.) eingesetzt die Funktionen co„ und a> den Bedingungen unter- 
wirft, daß 

24* 
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d(Oo do), , d(ü d(o, p 

-^ A- und ^ ^K, + i\ 

dp, dpa dp, dt 

die Variable t nicht explizite enthalten dürfen, woraus sich unmittelbar die 
in den Funktionen (/?,, i//„ /, ausdrllckbaren Bedingungen ergeben. 

§ 2. 
Seien nun ^ in den zweiten Ableitungen der Parameter y>i,P2j«--iV 
lineare Differentialgleichungen gegeben, so wäre zunächst die Frage zu be- 
antworten, welches die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür 
sind, daß diese sich in die durch (1.) bestimmte Form der Lagrange^cheu 
Gleichungen setzen lassen, deren rechte Seiten wir gleich Null annehmen 
dürfen, da, wie oben bemerkt, unter der Annahme, daß die äußeren 
Kräfte Konstanten oder reine Funktionen von t sind, das kinetische Poten- 

tial erster Ordnung H nur durch 11—2 l\j\ ersetzt zu werden braucht. 

Diese Bedingungen werden aber durch die bekannten Existenzbedingungen 
eines kinetischen Potentials erster Ordnung charakterisiert, welche aussagen, 
daß, wenn 

(4.) iV, = o, a;=o, ... a;=o 

die Form der linken Seiten von (1.) haben sollen, die Gleichungen 

^^'^ dpx dt dp\ "^ dt' dp'i ~~ dp, ' dpi ' "^ dt dp'i ■" dp', ' 
dN, dNx 
dpi dp, 

identisch erfüllt sein müssen. Wird diesen Bedingungen jedoch nicht genügt, 
so bleibt noch übrig zu entscheiden, ob die in Jhjjh'^p'^ linearen Gleichun- 
gen (4.) nicht etwa einem solchen Lagranges^chen DiflFerentialgleichungs- 
gysteme äquivalent sein können, oder ob ,u^ von ^i^i,.../^^,;/i,.../>^ abhängige 
Multiplikatoren m^ß existieren, für welche die Ausdrücke 

M, = w,^N,+ w,:,N2 + "' + vi,^N,, (r=i,2,.../o 

jenen Existenzbedingungen genügen oder die Form der linken Seiten der 
Gleichungen (1.) besitzen, wenn die Determinante der m^ß von Null ver- 
schieden vorausgesetzt wird. 
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Um zunächst diese Untersuchung für einen Parameter durchzu- 
führen, würde man für eine Differentialgleichung 

(6.) fit.v.inf+t\{tdup')=o 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß dieselbe die Gestalt 
einer Lagrange^chen Gleicliung hat, aus (5.) in der Form erhalten 

60 daß, wenn diese identische Gleichung nicht befriedigt ist, die Frage entsteht, 
ob ein Multiplikator m der Gleichung (6.) als Funktion von t^p^p' existiert, 
welcher die higrange^che Form in (6.) herstellt oder der Identität 

dp' — dt "*■ dp I 

Genüge leistet, und es ergibt sich somit, daß jede Lösung der linearen par- 
tiellen Differentialgleichung 

/o \ /. 9w j.( dm. , , dm\ f dU df df ,\ 

(8.) f^eJJ-f^dt+P -dj^>-''<dp'--it-di,i' ) 

mit der abhängigen Variabein m und den drei unabhängigen Variabein t^p^jy* 
als Multiplikator der Gleichung (6.) derselben die Lagrangem\i^ Form er- 
teilen wird, was sich aus der gewöhnlichen Multiplikatortheorie für die 
ZurückfUhrung eines Ausdruckes auf eine vollständige Variation ebenso 
einfach ergibt 

So wird z. B. die DiflFerentialgleichung 

welche der Gleichung (7.) nicht Genüge leistet, durch das partikuläre Integral 

vi^p*^ -\-tp' ^p 
der zugehörigen partiellen DiflFerentialgleichung (8.) als Multiplikator in 
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übergehen und sich in die Form 

. _oU ddll_ 
dp '^ dt 'dp' ~ ^ 

setzen lassen für das kinetische Potential erster Ordnung 

^ = 1^ 'i'" + Ä '^i''* + ö (ä'' - 2 ^py-\''pp'' + 1 n>y- 

Da aber durch Multiplikation von (6.) mit m dieser Gleichung im 
allgemeinen neue Integrale zugeführt werden, so sollen, um eine der früheren 
äquivalente Gleichung zu erhalten, nur solche Multiplikatoren in Frage 
kommen, für welche die DiflFerentialgleichung 

(9.) ^n(t,p,p') = Q 

nur Integrale besitzt, welche schon der Gleichung (6.) selbst angehören. 
Da aber m für jeden Zusammenhang von t^p^p' der partiellen Differential- 
gleichung (8.) identisch genügt, so wird jedes Integral von (9.) auch die 
Gleichung 

befriedigen, und daher auch, da aus (9.) 

„ dm . /dm , ,9w\ ^ 

folgt, der Gleichung 

Genüge leisten, und somit nur dann nicht ein Integral von (6.) zu sein 

brauchen, wenn das Integral von (7.) auch J*^\ zu Null macht, oder im 

allgemeinen ein singuläres Integral von (6.) ist — es werden daher nur 
solche Multiplikatoren der Differentialgleichung (6.) eine der früheren äqui- 
valente Form geben, welche gleich Null gesetzt eine gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung definieren, welche kein singuläres Integral 
besitzt. 
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In dem obigen Beispiel würde die Diiferentialgleichung 

das singulare Integral j)=»— - besitzen, welches der vorgelegten Differential- 
gleichung nicht genügt, und somit die erhaltene Lagrange^che Gleichung 
dieser nicht äquivalent sein. 

Da nun aber umgekehrt, wenn sich aus den beiden Gleichungen 

(10.) m(it,2>,q) = und |^ = 

j) und q als Funktionen von t bestimmen lassen, dieselben Funktionen der 
Gleichung (8.) zufolge auch 

/(^ P j Q) ("öT + ^ ö^ ) "^ ^ ^^^^ ^^ allgemeinen auch -§j+V^} = ^ 

nach sich ziehen, und somit, wie aus Vergleichung dieser Beziehung mit 
der nach t differentiierten Gleichung ^n(^, j[>, g) = folgt, sich ?=y ergibt, so 
wird der gleich Null gesetzte Multiplikator im allgemeinen stets ein singuläres 
Integral besitzen, wenn es nicht ein partikuläres ist, und daher die so ent- 
standene Lagra?ig€Bche Gleichung im allgemeinen nur dann der gegebenen 
Differentialgleichung äquivalent sein, wenn sich aus den Gleichungen (10.) 
j> und q nicht als Funktionen von t darstellen lassen. 
So wird die Differentialgleichung 

y/'+;/=0, 

welche selbst nicht die Lugrange^Gh^ Form besitzt, durch den Multiplikator 

m=p'e''+{p + p')e\ 

welcher ein Integral der zugehörigen partiellen Differentialgleichung (8.) 
ist, die Lagrange^che Form für das kinetische Potential 

annehmen, und diese der gegebenen Differentialgleichung äquivalent sein, 
weil ms=0 kein singuläres Integral besitzt; in der Tat wird die letztere 
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Gleichung nach t diflferentiiert für alle ihre Integrale die Beziehung 

liefern, und also neue Integrale der gegebenen Differentialgleichung nicht 
zuführen. 

Um die eben behandelte Frage des folgenden wegen speziell für 
ein kinetisches Potential wägbarer Massen, welches bekanntlich die Form hat 

(11.) H=w,(t,p)p"+ io,(t,p)p' + iolit,20 

zu erörtern, und also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür 
zu ünden, daß 

wird, so ist zunächst ersichtlich, daß sich als notwendig zu erfüllende 
identische Beziehungen 



ri2^ ^-0 l^~7/:^4.^ 



dp' ^"' dp' "^ dp^ dt 

ergeben. Daß diese Bedingungen aber auch die hinreichenden sind, folgt 
daraus, daß, wenn man der ersten Gleichung (12.) gemäß 

/•=2co,(^i.) 
setzt, die zweite derselben \ 

ergibt, und daher nur /2, c»> und a>i der Beziehung zu unterwerfen sind 

d(x)2 doj ri^, \ 

-dT-W^^^'^^^' 

damit (11.) das kinetische Potential liefert. 

Hat nun die vorgelegte Differentialgleichung nicht die Lagrange^cht 
Form, und soll sie wieder durch einen Multiplikator fn(t,p^p') in eine solche 
gesetzt werden können, so verlangen die Gleichungen (12.), daß 



(13.) «)=0 oder „ftp,rt=Ji^^ 
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und 

ist, worin die Funktionen i2i, li^, il von t und jt; den Bedingungen unterliegen 

(15.) 2Ai = g, i2,i = |4, 

und damit l bestimmbar ist, 

(160 t=2t- 

eein muß. Es wird somit jede in p* lineare DifferentiaUfleichnny (6.), in tcelcher 

~ eine quadratische Funktion von p' ist, deren Koeffizienten der lieziehmg (16.) 

9mterliegenj und nur eine solche durch Multiplikation mit einem Faktor m der 
eingegebenen Form (13.) in die Lagrangesche Form für ein kinetisches Po- 
tential wagbarer Massen transformiert tverden. 

Soll nun die so entstehende Differentialgleichung 

j(fp"+fO=Hp'+^^p''-^^2P' + n)=^o 

cler gegebenen 

fp"+f=f{p"+n,p'-^+£i,p'+n)^o 

äquivalent sein, so werden wieder l und / für dieselben Funktionen p von t 
INull oder unendlich sein, oder nach (15.) die Lösungen von /* = oder 

jf=oo das Integral fSl^dp unendlich groß machen müssen. 

Während z. B. die Differentialgleichung 

p" + ap = 

«chon an sich die Lagrange^ehe Form für das kinetische Potential 

T)e8itzt, wird die Gleichung 

p" + ap' + hp = 0, 
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in welcher a und b Konstanten bedeuten, und welche selbst nicht die 
Lagrange&che Form hat, nach (15.) für den Multiplikator den Wert t"' er- 
geben, und in der Tat hat die Gleichung 

welche neue Integrale nicht liefert, die gesuchte Form für das kinetische 
Potential wägbarer Massen 

Ebenso wird die Differentialgleichung 

für welche y wieder eine quadratische Funktion von jj' ist, mit dem aus 
den Gleichungen (13.) und (15.) hergeleiteten Multiplikator 



m = -^(;;y+l)ei''-^^''+^^-^"'' 
versehen die Lagrange^che Form für das kinetische Potential 

annehmem. 

Wesentlich andere Resultate werden sich für die analoge Unter- 
suchung der von kinetischen Potentialen wägbarer Massen beschriebenen 
Bewegungen ergeben, wenn das Problem mehr als einen Parameter ein- 
schließt, und es wird sich unmittelbar zeigen, daß es genügt, nur den Fall 
von zwei Parametern in Betracht zu ziehen. 

Sollen zwei in pl und p'l lineare Differentialgleichungen 

'^ ^\ = U (t,Px, P2.Pup2)p'i + A (^ Pi, Pz, P\, Ih) pl + F^ (/, p,, p.,,p\, p^) = 
die Lagrange^che Form 



dpi + dt dp[ " '' dp2 "*" dt dpi '' 
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für ein kinetisches Potential wägbarer Massen 

(18.) //= tw„ (,t,PuPi) p? + 2o>,j (/, jJ:,])t) p[p'i + «% (f, JJ„ pt)j^^ 

+ t»i(.t,Pu P2) i>\ + f»i (t, pi, pd p'i + f» Qipii Pi) 

besitzen, worin P^ und Pt Fnnktionen von t, ^>„ p^ sein sollen, so ergeben 
sich unmittelbar darch Vergleichnng fUr die Koeffizienten von N^ und N-^ die 
notwendigen Bedingungen 

ri9^ ^'.-0 ^-0 ^^'-0 ^^^-0 ^-^"-0 ^'--0 f -/ 

,, _ 1 ö/n „ ö/",, , , / 1 df» dfii \ ,.i 1 , dfu 



(20.) 



somit h\ und i^^ als ganze Funktionen 2. Grades von p\ und ^j^. 

Durch Differentiation dieser Gleichungen folgt aber unmittelbar 

<-22.) 2AV/ "^ ö?. ; - Wx^' ^ djl^' ^~5i- -dl ' 

Während sich fllr die Koeffizienten der in p\ und p'i linearen Teile von 
F, und F^ 

<PiP'l + <p2h + <Ps, ViP't + Vi Ih + ipi 

die Beziehung ergibt 

.„„ X dq>i^ _ dtps _ 1 fdgit _ öj/;? \ _ dP, oft 

'^^'^'^ dpi diH 2V dt' ~dt ) a/.,"^e;)Y' 

und es soll nun gezeigt werden, daß die eben gefundenen Bedingungen 
(19.), (21.), (22.) und (23.) auch die für die Lagranffesehe Form der Diffe- 
rentialgleichungen (17.) hinreichenden sind. 

25* 



192 Koenigsberge)\ über die Lagram/eschen Gleichungen der Dynamik. 

Setzt man nämlich den Gleichungen (19.) gemäß 
80 werden F^ und -^2 den Gleichungen (21.) zufolge die Form haben 

worin ^ und V^ von 7>1 bzw. y)2 unabhängig sind, und die Gestalt haben 
werden 

worin sämtliche Koeffizienten nur von t^p^^jh abhängen. Die Substitution 
der Werte von F^ und F2 in (22.) liefert die Beziehungen 

cfc — 2 ^^ — ^1^^ w = 2 ^"^-- — ^ -- 
' "" dj)2 djh ' ' "" dpi dp2 ' 

^2+ /'2-4 ^^ , 

und man kann der letzten dieser Gleichungen gemäß 

, _ 9^2 0011 0^0)12 llf __ d(Oi dlÜ2 . i^dWi2 

setzen, so daß F^ und F2 die Form annehmen 

^**'22 r , / ÖWi 9f(i2 , 0^^»2\ r , I«. 

-ar^2+(-3^+^-+2^-)2>, + v'3, 

und sich somit durch Vergleichung mit (20.) die Bedingungen (19.), (21.), 
(22.) und (23.) als die für die Umformung der Diiferentialgleichungen (17.) 
in La(/range&che Gleichungen hinreichenden ergeben, wenn nur gezeigt 
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werden kann, daß vermöge (23.) eine Funktion fj^{t^p^^p^ bestimmbar ist, 
welche den Gleichungen 

genügt, was unmittelbar durch Differentiation dieser Gleichungen nach ji^ und 
j)i aus (23.) geschlossen werden kann. 

Sind jedoch die Bedingungen (19.), (21.), (22.), (23.) für die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichungen (17.) nicht erfüllt, haben diese also nicht 
selbst schon die Lagrange^che Form, so wird wieder die Frage entstehen, 
ob sie einem solchen System La^ran^escher Gleichungen äquivalent sein 
können, oder ob zwei Paare von Multiplikatoren ju^, /U2 und m^^rrii als 
Funktionen von ^7^l,i^2,2>Mi>2 gefunden werden können, deren Determinante 
von Null verschieden ist, und welche dem Differentialgleichungssystem 

die Lagrange^che Form geben. 

Zunächst ergeben sich aus den Gleichungen (19.) die Bedingungen, 
daß die Größen 

von p\ und jh unabhängig, und 

sein muß, während (21.) und (22.) die Beziehungen nach sich ziehen 

dp[ " dp, P'^ dp, ^'^2 dt ' 

dp\ "■" dp, P''^ dp, -P^-^i dt ' 

1 /^C^_+ji^^ dijm.F, +m,F,)^_ d(fiJ,,+fi,U . . 
2\ dp[ ■*" öpi ' >'" dp, ' P'^ 

d^, P^^ dt ' 
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und nach (23.), wenn der Koeffizient von jpi in .^i ^i + 1^2 1\ niit ^2, das 
von den Ableitungen freie Glied mit ^a, die analogen Größen in m, F^ + m^ F2 
mit 1/^2 und t/Zj bezeichnet werden, die identische Gleichung zu erfüllen ist 

öjö, dp, 2 \ dt dt) dp, "^ dp, ' 
Setzt man nun ähnlich wie oben 

(25.) //i fn + U2 /21 = ^11 (^.Pi.Pt), A^i /;2 + f^ fn = ^^1 fn + ^^'2 /"ai = ^12 (J.Pulh), 

worin der Annahme gemäß die Determinante 

,u^ 7^2 - rn^ U2 = . '^ '^. y 



von Null verschieden ist, so ist wieder leicht ersichtlich, daß 



(26.) 



/i 1 /S3 /i2 In 



J\\i^% i\iit\ 



^uP? + V12/1 i^i + V'äaK' + Vi?I + VaPi + Vj 



ist, worin die nur von ^7>i,^>2 abhängigen Funktionen (p,fp,i. vermöge der 
oben aafgestellten Bedingungen durch die Beziehungen verbunden sind 






^11 9^12 + ^12^^12 — ~g^~j 

2 j^ 3 1 9A,j 

^12 </'22 "T ^22 V^22 — 9 ~dv ' 






öA,, _i ca„ 



(28.) 



, , Idl,, , , , 1 9i,, . 



(29.) ^ - (i, , r/), 4- A,2 Vs) - Q-- (^.2 '/'s + ^ V3) = 2 dt ^^' ' *''' "^ ^" ^*^ ~ 
2ö,-(*.^y. + ^a2V.)-ö7t+ö^;f. 
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Durch Differentiation der Gleichungen (27.) nach ;>, und jh lassen 
sich diese, wenn 

ipn V» + 2 ^P '■ + 2 ipn V'2* - <Pu Vit - -Sf - l n>n = G,, 
(30.) lg 1 ^' 5 ^' 

gesetzt und beachtet wird, daß An K2 — ^2 der Voraussetzung nach von Null 
verschieden ist, durch 

ersetzen, worin 

(31.) G, + Ih = 

ist. Setzt man somit 

(32.) ^11 = — G^2? Al2=<?i, Aa2 = //i 

und bestimmt die Funktionen Vi, V^i, ^/^2, V'?, <P3, ^3? durch die Gleichungen 
(28.) und (29.), welche nunmehr in 

(33.) ~G^2yi + ^-/\V^i = -2 5/) Gi(P2 + Hin^2 = 2 dt' 
- ^^2y2 + ö,(v.2 + ^A) + /AV'i = 2^^S 

(34.) ^(-rzV/)3+^,vO--4;; (0,^3 + //, 1/^3)=^ 

2ö7("^^2y2+Ö,(V/2-yi)-^l V'l)- 5^^^ + 3^^- 

Ubergehen, so ergibt sich, 

daß^ wenn zwei in pl' und pl' lineare Differentüdrjleichumjen ziceiter 
Ordnung, welche nicht schon selbst die Lagrangesche Form besitzen, durch Multipli- 
katoren in ein solches Lagrangesches System sollen übergeführt xverden können, 
die Ausdrücke (26.) ganze Funktionen zweiten Grades in ])[ luid j>2 ^'^^'^ 
müsseuy deren Koeffizienten den Gleichungen (31.), (33.) und (34.) genügen 
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die Multiplikatoren selbst eingeben sich aus den Gleichungen (32.) mittels der 
Ausdrücke (25.) 

So werden z. B. fUr die beiden Differentialgleiclmugen 

N,^l>,p,{l + 2p,)p[' + {2p^•^pX)p'^' + p^p\' + 2p^^ 

N2==P,(p[ + 2p,p',)p['+(2p\ + p,p',)p','-p,p['^ 

+2p,p[p?-2p,p',--2p,p[ = 0, 

welche nach (17.) 

fu U - fn fn = Ih i^^lh -pD (Pi Ih -Jhpd 

liefern, für die Ausdrücke (26.) sich in der Tat ganze Funktionen von p^ und 
7^2 ergeben, deren Koeffizienten 

*p,—r, *Pi—r, ^ *Pt—p, 

sind and nach (30.) die Werte liefern 

n ^Pj n _ ^Pi Pt ff - 8 ff _ *Pi 

'" (.ip.-p.y '~(^p-pj' '~ (*p-p,y' *~ (4i', -/>.)" 

welche zuvörderst die Bedingungen (31.) ond fttr Pi=Pi=0 aach (33.) and 
(34.) identisch erfüllen. Setzt man sodann den Gleichungen (32.) gemäß 

so erhält man nach (25.) die Multiplikatoren 

•'~py-p,p? '^~ p.p'-p,py '" p,r'-p,pv ' p,p'-py,' 

und in der Tat nehmen die Gleichungen 

.«I ^i +fh^2=2pi pip'i + j)i p!t'+Pip'i* + 2y>, p'i p'i - 2/>, = 0, 
m,N,+m,N,=p^p'^ +2/>;'+ (1 -/>.)/>'.* -2 y>,=0 



Koenigsberger^ über die Lagrange&chen Gleichuyigen der Dipiamik. 197 

die Lagrange^üYi^ Form an fUr das kinetische Potential erster Ordnung 

H =p,ih p'i + Px p\ pi +P2 + lA + pl . 

Wirft man nun wieder die Frage auf, wann die für die Diffe- 
rentialgleichung (17.) gefundenen Multiplikatoren ein äquivalentes Lagrange- 
sches System erzeugen, so findet man ähnlich wie oben, daJB die Ausdrücke 

f 11/22 — /12/21 und ^,,/22 1^2 

für dieselben Funktionen ;>i und Pi von t Null oder unendlich werden 
müssen, und der erste derselben daher unabhängig von pl und jh sein muß, 
eine Bedingung, die, wie leicht zu sehen, in unserem Beispiele nicht erfüllt 
ist, so daß also wieder im allgemeinen das durch Multiplikatoren aus (17.) 
hergeleitete Lagrange^che System diesem nicht äquivalent sein wird. 

In genau derselben Weise werden sich die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür ergeben, daß ein in p[\p2\*»'P^ lineares 
System von fi Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Parametern 
/>i,y>2? "'pfi diö Form eines La^ran^eschen Systems für ein kinetisches Poten- 
tial wägbarer Massen besitzt, und daß im allgemeinen jene Gleichungen 
durch Multiplikatoren in ein äquivalentes Lagrange%che% System nicht trans- 
formiert werden können. 

§ 3. 

Bevor ich nun zu dem eigentlichen Gegenstände der vorliegenden 
Arbeit übergehe, sollen zunächst noch einige allgemeine Betrachtungen über 
die Elimination von Variablen zwischen Differentialgleichungen vorausgeschickt 
werden, welche die Form Lagrange^cher Gleichungen für beliebige kinetische 
Potentiale erster Ordnung besitzen. 

Sollen zwischen /u Lagrange%c\ien Gleichungen 

in denen zunächst noch die Px als Funktionen von tj py^p2...p^ vorausgesetzt 
werden, die p Parameter Pm p2^ »^ p^ eliminiert werden, so mögen die 
Größen ;>^^.^,;;^+2, ...;^^, ^e+u i^^+2, ..-^/i mit ?i, ?2, ...?«, Q,, öav-öa be- 
zeichnet, und somit das Differentialgleichungssystem (35.) in der Form dar- 
gestellt werden 
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du ddH_,, an ddH_^ 
^"^^'J ~ äfr '*' dt ~dp'r "■ ^ ^' ~~ dq^di dq: " ^^' 

(r=l,2....e) 0=1,2,. ..ö) 

worin p + a = ^ ist. Diflferentiiert man jede der p-Gleichungen und eine 
beliebige der g-Gleicbungen 2p-mal nach t, so erhält man (p + l)(2p + l) 
Diiferentialgleicbangen, in denen sich die Ableitungen der p und q bis zur 
(2p+2)-ten Ordnung erheben, und man wird aus diesen Gleichungen die sämt- 
lichen 2^ nebst ihren Ableitungen, deren Anzahl (> (2 (> + 3) ist, eliminieren 
können, so daß durch Elimination der Parameter p aus dem Gleichungs- 
system (36.) sich a Differentialgleichungen in q von der (2p+2)-ten Ordnung 
ergeben, während Pa^p'a^ ---pa^'^^^ sich als Funktionen der q und ihrer Ab- 
leitungen bis zur (2p + l)-ten Ordnung hin darsteilen lassen, da eine 2p~-l-malige 
Differentiation sämtlicher p- und einer ^-Gleichung (p + l)2p Gleichungen 
mit der gleichen Anzahl der zu berechnenden Größen PaiP'ai ^^pj^^^^^ liefert. 
Was nun die Integrationskonstanten betrifft, so ist die Zahl der willkürlichen 
Eonstanten des Systems (36.) 2p-f 2a; das resultierende Differentialgleichungs- 
system in den Größen ?i, (/2, ••• ?(, enthält aber jede dieser Größen in der 
(2p + 2)-ten Ordnung, und es werden somit die allgemeinen Integrale dieses 
Systems (2p+2)a Integrationskonstanten liefern. Beachtet man aber, daß 
bei dem angewandten Eliminationsverfahren, wenn Pa^p'a^pä durch die q und 
die (2p + 2) a Integrationskonstanten ausgedrückt sind, sich j)a and p'^ als 
Ableitungen von /; ergeben müssen, so sieht man leicht, daß zwischen jenen 
Konstanten 2 p (a — 1) Bedingungsgleichungen bestehen müssen, und somit nur 
(2p + 2)a--2p(a— 1) oder 2(p+a) Konstauten willkürlich bleiben, wie es 
das ursprüngliche System (36.) verlangte. Ferner kann man bemerken, daß, 
wenn man die Werte der jp«,2/^, ...7^^^^^^ in den q und deren Ableitungen bis 
zur (2p+ l)-ten Ordnung hin ausgedrückt in den 2p-ten Differentialquotienten 
je einer ^-Gleichung einsetzt, sich je eine der resultierenden Eliminations- 
gleichungen als eine in den höchsten Differentialquotienten der (2p+2)-ten Ord- 
nung der q lineare Differentialgleichung ergibt, und es wird sich nun darum 
handeln zu untersuchen, ob und wann diese die Form LagrangeBcher Glei- 
chungen besitzen. 

Zunächst ist ersichtlich, daß die Integralsysteme der q der Diffe- 
rentialgleichungen (36.) mit 2p + 2a Integrationskonstanten jedenfalls den 
<J Eliminationsgleichungen in den q von der (2p+2)-ten Ordnung genügen, und 
ebenso die Gleichung befriedigen werden 
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in welcher L\ ^nd Ö, als Funktionen von t angenommen werden und die 
eingeklammerten Ausdrücke die Werte dieser Größen bedeuten sollen, wenn 
für pa ttnd p\ die oben in q und deren Ableitungen bis zur (2p+ l)-ten Ordnung 
gefundenen Werte gesetzt werden. Daß nun die gefundenen a P^iiminations- 
gleichungen in ^i, ?2? ••• 9ü von der (2 p + 2)-ten Ordnung im allgemeinen nicht 
das kinetische Potential 

(//)+ip,0O + i'Q.?. 

von der (2p+l)-ten Ordnung besitzen, geht daraus hervor, daß die zu einem 
kinetischen Potential (2p + l)-ter Ordnung gehörigen Lagrange^chen Gleichungen 
im allgemeinen von 2(2p-j-l)-ter Ordnung sein werden; jedenfalls werden aber 
die g-Integrale des Systems (36.), da sie dem Eliminationssystem genügen, 
ebenso wie sämtliche Integrale des letzteren Systems die Lagrcmge^chen Glei- 
chungen 2(2p + l)-ter Ordnung befriedigen, welche dem obigen transformierten 
kinetischen Potentiale zugehören*). Wir werden daher die für die vorliegende 

*) Es mag noch zur Ergänzung des Obigen bemerkt werden, daß, wenn auch im 
allgemeinen zu einem kinetischen Potential H von der y-ten Ordnung die zugehörigen 
Lagrangeschen Gleichungen von der 2i'-ten Ordnung sein werden, für den Fall, daß H in 
bezug auf alle Diiferentialquotienten der höchsten Ordnung linear ist, da das letzte Glied 
der Lagrangeachen Gleichungen 

dB, ddU ,. ^^yd^-^ öH ,, ivM^" dll p 

^dp.+dtwr'''+^''^^ät^'W^'^^^^ czr^ö^=^' ''-'-'-'' 

in die Form gesetzt worden kann 

der Voraussetzung nach die Lagrang(achen Gleichungen nur von der (2v — l)-ten Ord- 
nung sein werden. 

Die Glieder der (2v — l)-ten Ordnung dagegen setzen sich, wie leicht zu sehen, 
aus den beiden letzten Gliedern der La^ran^eschen Gleichung in der Form zusammen 

26* 
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Untersuchung in Betracht kommende Frage in der Form stellen müssen, 
tvann die o Eliminahonsgleichungeriy welche von de?* 2 v-ten Ordnung angenommen 
werden mögen, ein kinetisches Potential v-ter Ordnung besitzen, dem sie als 
Lagrangesche Gleichungen zugehören, oder im speziellen Falle — und gerade 
dieser wird uns besonders interessieren — wann die Eliminationsgleichungen 
in den q Lagrange^che Gleichungen zweiter Ordnung sein werden, welche 
einem kinetischen Potential erster Ordnung entsprechen. 

Um den Sinn der gestellten Frage zunächst an einem ganz einfachen 
Beispiele zu erläutern, mag sich ein Punkt mit der Masseneinheit in der 
Ebene vermöge einer Kraft bewegen, deren Kräftefunktion durch 

gegeben ist, so daß die durch das Hamilton^Ghe Prinzip 

(T fHdt = 0, 



/ ly-if/^ — -> ^t>^'^''^ 



und werden daher im allgemeiüen nur dann herausfallen, wenn es sich um ein kinetisches 
Potential von nur einem Parameter handelt. 

Ein System von Differentialgleichungen 2v-ter Ordnung kann also ein kinetisches 
Potential y-ter Ordnung besitzen, wenn letzteres nur nicht in allen Ableitungen y-ter Ord- 
nung linear ist; soll aber ein System von Differentialgleichungen (2^ — l)-ter Ordnung ein 
kinetisches Potential haben, so kann dieses nicht von der (v — l)-ten Ordnung sein, weil 
dann die zugehörigen La^ra/i^^chen Gleichungen von der (2v — 2)-ten Ordnung wären, es 
muß somit das zugehörige kinetische Potential im allgemeinen von der y-ten Ordnung und 
in allen Ableitungen y-ter Ordnung linear sein. Enthält jedoch das kinetische Potential 
nur einen Parameter und ist dasselbe in der v-ten Ableitung linear, dann fielen, wie wir 
sahen, in der Lagrangeschen Gleichung die Glieder 2r-ter und (2v — l)-ter Ordnung heraus; 
es läßt sich aber in diesem Falle leicht zeigen, daß sich das kinetische Potential auf 
die (v — l)-to Ordnung erniedrigen läßt. Sei nämlich die Lagrangesche Gleichung 

worin P von t und p abhängt, und das kinetische Potential der Annahme nach die Form hat 
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worin das kinetische Potential 

ist, bestimmten Bewegnngsgleiehungen durch 

dargestellt sind. Eliminiert man zwischen beiden Gleichungen durch zwei- 
malige Diiferentiation der zweiten nach t die Variable x^ so ergibt sich die 
Differentialgleichung vierter Ordnung 

so wird unter der bekannten Grenzbedingang 

dJ{H+fPdp)dt = ^ fNöpdt 
sein. Bildet man nun eine Funktion 

so wird bekanntlich für 

die Variation 

öJ'Kdt = 0, 
und es folgt somit 

df{H-\-fPdp-'K)dt = dfEidt = — fNöpdt 
oder 

^^'^'' dp'^dt dp' ■" ^ ^'^ ^^ dt-''' apc«'-!)' 

worin Bi nur von der (v — 1-ten) Ordnung ist. 



202 Koenigsberffcr, über die Lagrangeschen Gleichungen der Dynamik, 

y""-2y=0, 

welche die Bewegung des Bildes auf der T-Achse beschreibt, und diese 
Differentialgleichung besitzt die LagrangeB,che Form für das kinetische Po- 
tential zweiter Ordnung 



für welches sie in 



^=-lr+2/^ 



dy'^ \dt~dy' dfidg""^ 



transformiert werden kann. 

Um nun zunächst die Elimination eines Parameters zwischen zwei zu 
einem beliebigen kinetischen Potential erster Ordnung gehörigen Lagrange- 
sehen Gleichungen durchzuführen und zu entscheiden, ob diese Eliminations- 
gleichung eine zu einem kinetischen Potential zweiter Ordnung gehörige 
Lagrcmge^che Gleichung vierter Ordnung ist, müssen wir die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein in p'"' linearer Ausdruck 

(37.) N=:^f(t,p,p\p",p"')p"" + F(t,p,p\p"y) 

ein Lagra7ige&chev Differentialausdruck eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung ist, welche bekanntlich durch die identisch zu erfüllenden Glei- 
chungen 

rq«^ ON ^d dN d:^ dN _ 

^"^-^'^ Ijp'" ^ dtdp'"'~^^ 

gegeben sind, in eine etwas andere Form bringen. 

Setzt man nämlich den Wert von N aus (37.) in (38.) und (39.) ein, 
so folgt leicht durch Bestimmung von F fllr N der Ausdruck 

(40.) A-/y'''+0,y-4-2(|f+|/>'+|;p'')/"+'^' 

worin /* sowohl als auch ip nur von t^p^p\p** abhängen, und die Sabstita- 
tion dieses Ausdruckes in (38.) liefert die beiden von / und q> identisch zu 
erfüllenden Gleichungen 
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' ^»-"^ö"^ 07^ ^ dedp" ^^^^ ötdpdp" ^"^didp'^^P dtdp'dp" 
^P hpdy^P dp'dY+'^P dpdp'+'^P dp'-'^^PP dpdp'df 

^^ dp'^dp" ^ 

■^W'^. + ^refiy+P''w+^P''p''Sp'-^^P^^^^^ 

deren linke Seiten für den Fall, daß iV, also aach /' and (p die Variable t 
nicht explizite enthalten, die identische Beziehang liefern 

, 9 Gl , t, dGj _ dG-i 

P 'dp ^P dj7 ~ dp"- 

Seien nun zwei zu einem beliebigen, von t Areien kinetischen Poten- 
tial erster Ordnung //gehörige Lagrange»che Gleichungen von zwei Parametern 

vorgelegt, in denen 1\ und 1\ zunächst noch Funktionen von t^p^^p^ sein 
sollen, und werde angenommen, daß p'^ in der Gleichung (42.) nicht ent- 
halten ist, so wird die Elimination des Parameters p^ zwischen den Glei- 
chungen (42.) und (43.) verlangt, was später in größerer Allgemeinheit und 
Einfachheit sich wird durchführen lassen. 

Da der Voraussetzung nach g-^^ = ist, so wird die partielle Diffe- 
rentiation der linken Seite von (42.) nach p\ den Wert Null liefern, die 
Oleichnng also von p[' und p'i frei sein, und der sich somit ergebende Ausdruck 

(44.) Pi = f»{Pi,lh,p%) 
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nebst seinen nach i genommenen Ableitungen wird in die Gleichung (43.) 
eingesetzt, wenn man berücksichtigt, da£ das kinetische Potential nunmehr 
die Form hat 

(45.) H=f(p,, ]),, p2)Pi+ U (Piilh.pdj 

dieselbe bei bekannter Bezeichnung in 

c«o (ft)0'.)+(|^) -(„f4j)(rt-G-^)(K)..-:(|ts)?; 

überführen. 

Setzen wir nun den Koeffizienten von pi" in dieser Gleichung 

so wird der von /^^"^ 

\dpidpi)\dp^2') \dpi) dpi'"" ~ dpi' 
sein, und somit die Gleichung (46.) zunächst die Form annehmen 

(48.) N, = F(p,, iA,p'^)pr+ §^,pr + F, (p,,p',, />0 K' 

+ <pO>2,;>i,K)=(^2), 

also in ihren beiden ersten Teilen die Gestalt der Gleichung (40.) besitzen. 
Da aber in (46.) der Koeffizient von P2' 

^^'^KdpJ d^ ^ \dpidpiAdp2 dpi' P^'^dpi dpi'^^J \dpidpi ) öpi' 

~\dp2dpi Jdpi'P''^\dpiAdfr^ dp^dpi'i^^'^'^dp'zdpi'P'J Kdpi^Jdpi'J'^ 
vermöge der identischen Gleichung 

wie durch partielle Differentiation derselben nach p2 ^^^ p'2 leicht zu ent- 
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wickeln, in 

ty ,fdf\ dho p , d(o (■/ ÖY_\ 1 z' .^'/L^^'"! 

■^1 = ~ 2^)2 (^^; öp-,9pi' ^5^2 ^^, \ydp2dpl) + VöjiJiÖpi / Ö>Vj 

~ '^^^^ \dpiJ dp!idpi' "^ '^^^^ öpi' l\dpi^ ) "^ \dp,dpO dp'^y' 'dp'/ dpi' 

_ d(PO ö w 
dpi' dpi 

oder endlich vermöge (47.) in 

(50.) 2-1=2 (^-i>. + -5^;>, ; + 5- ,-- 5^T - -5^, 5^ 

übergeht, so wird nach (40.) 

a(P,) dw_ _ d(PO du, _ ^ 
dpi dpi' dpi' 'dpi~ 

sein, oder wir werden im allgemeinen annehmen mOssen, daß Fi von j)i un- 
abhängig ist, und unter dieser Voraussetzung wird dann vermöge (50.) der 
Ausdruck (48.), dem von (40.) analog, in die Form 

^% = Fip, , p^.p'M'" + 1~ P^ + 2(l| ^^+ 1^^^")^"' + ^ ^P' ' ^'' ^^'') = (^') 

transformiert sein. 
Da aber 

wie aas der identischen Gleichung (49.) zu ersehen, den beiden, durch die 
Annahme, daß t nicht explizite vorkommen sollte, vereinfachten Bedingungs- 
gleichungen (41.) und (42.) Genüge leistet, so wird, wenn noch die An- 
nahme gemacht wird, daß auch Pa von ^i unabhängig ist, folgen, daß die 
Eliminationsgleichung in j)2 aus den beiden Lagrangeschen Gleichungen (42.) 
und (43.), in denen 1\ \md Pj d-ii Parameter p^ nicht enthalten und bei denen 
in der ersten Gleichung p^ nicht vorkommt^ eine Lagrangesche Differential- 
gleichung vierter Ordnung ist. 
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Würde man jedoch nicht die für ein kinetisches Potential zweiter 
Ordnung notwendigen und hinreichenden Bedingungen zweier in den zweiten 
Ableitungen linearen Differentialausdrücke zugrunde gelegt haben, so könnte 
man zunächst nur aus (44.) folgern, daß die Eliminationsgleichung vierter 
Ordnung ein Integral derjenigen LagrangeBchen Gleichung ist, welche die 
Hauptgleichung der Variation des transformierten kinetischen Potentials dar- 
stellt. Sei allgemeiner als oben 

'.I 

worin 1\ nur von / und jh^ A nur von t und p^ abhängen soll, so sind die 
beiden Hauptgleichungen (42.) und (43.), und setzt man zufolge der Form (45.) 
des kinetischen Potentials und der Substitution (44.) und deren Ableitung 

(//) + {/l\ dp,) + fl\ dp, ^ yj{p, , y>i, pi;) p!," -\- v^ (p,,2>',, yV), 

so würde das transformierte kinetische Potential von der dritten Ordnung 
im allgemeinen eine Lagrange^che Gleichung der sechsten Ordnung ergeben, 
von der die gefundene Eliminationsgleichung vierter Ordnung ein Integral 
wäre, während in dem vorliegenden Falle, weil das kinetische Potential in 
der dritten Ableitung linear ist, sich dieses der obigen Anmerkung zufolge 
auf die zweite Ordnung erniedrigen läßt, und daher das kinetische Potential 
der durch Elimination von p^ entstandenen Differentialgleichung ist. 

Mit Hilfe der oben aufgestellten, für die Existenz eines kinetischen 
Potentials zweiter Ordnung notwendigen und hinreichenden Bedingungen läßt 
sich ebenso erweisen, daß, wenn in der Gleichung (43.) p[ und /// nicht ent- 
halten sindj für konstante Weihte von I\ und P^ die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß das Eliminationsresultat in p, eine Lagrangesche Glei- 
chung für ein kinetisches Potential zweiter Ordnung ist, durch die Fomi des 
kinetischen Potentials gegeben ist 

11= ö, 2^? + ^h p? + y (7^1 - ^1 7^2) + '^p {Pi - ^27^2), 

icorin a^ und «2 beliebige Konstanten, Äj • Aj = -'- ist, und (p und tp beliebige 
Funktionen ihrer Argumente bedeuten. 
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Entwickelt man nämlich aus der zweiten der beiden zu // gehörigen 
Lagrange^c\i^xi Gleichungen 

den Ausdruck 

80 geht die erste Gleichung durch Substitution dieses Wertes in 

- 9) ' ( W - i , 7^2 ) - V^ ' («^ - ^2 7^2) = A 

über, welche den Gleichungen (39.) und (40.) identisch genügen soll. Nun 
ist aber unmittelbar zu sehen, daß die Gleichung (40.) befriedigt ist, während 
die Gleichung (39.) die Identität der beiden Beziehungen erfordert 



^''^dp^ + 'f' W^"^ M+v ö7i'f+v (ö7f)=o. 

Die Richtigkeit dieser beiden Gleichungen ergibt sich aber einfach 
daraus, daB die Substitution des Wertes von ih — ^^lhip^) in die zweite der 
oben gegebenen Lagrange^chen Gleichungen dieselbe identisch befriedigen 
muB, und die sodann nach jh und p!/ ausgeführte Differentiation die Werte liefert 

dto ^ . dco 

^ "" ^iCK — K) dw^ ^ \(>^i — ^,) da} "' 



fp'" = _ 2a, dp'Jdfl \dp, Vdp.dp': 



v 



tu 
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welche, in jene beiden Gleichungen eingesetzt die geforderten Identitäten 
erfüllen. 

Daß die Elimination von j)^ aus den oben aufgestellten LagrangeBchen 
Gleichungen auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung führt, welche 
wiederum die Lagrange^che Form, also ein kinetisches Potential zweiter 
Ordnung besitzt,* kann in diesem Falle nicht wie oben aus der Form des 
transformierten kinetischen Potentials 

(//) = a, ( g'j^- y/, + "^'lp2') + ^2 P2 + y (w - ^., P2) + V^ (w - KPz) 

geschlossen werden, da dasselbe nicht in y4" linear ist. Um das zu der 
oben gefundenen Eliminationsgleichung N= P^ gehörige kinetische Potential 
zweiter Ordnung ^ zu finden, müssen wir mit dieser die Gleichung 

dp~'^ dt'dpi dt'djy^i" ' 
zusammenstellen und erhalten 

+ (/)' (cü - 1, p^) - v^' (a> - A^yg] dp., 

worin, wie aus den oben gefundenen Werten von </)" und v^" zufolge der 
Relation A, ^2 = — hervorgeht, die Funktion unter dem Integral von p^ un- 
abhängig ist. 

§4. 

Nachdem in speziellen Fällen die Elimination einer Variabein zwischen 
zwei dynamischen Differentialgleichungen und die Untersuchung des Eli- 
minationsresultates hinsichtlich ihres Charakters als Hauptgleichung der Va- 
riation durchgeführt worden, nehmen wir nunmehr ganz allgemein das Problem 
für ein System Lajrra/i^escher Gleichungen in Angriff, welche einem kine- 
tischen Potentiale erster Ordnung zugehören, und für welche die Elimination 
nicht durch etwa mögliche Integrationen, wie wir sie später betrachten 
werden, geleistet werden soll. 

Wenn auch die Elimination von Parametern im Grunde zunächst nur 
für ein kinetisches Potential wägbarer Massen in Frage kommt, welches 
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nach den früheren Auseinandersetzungen eine quadratische Funktion der ersten 
Ableitungen der Parameter ist, in welcher die Koeffizienten aller quadratischen 
Glieder von Null verschieden sind, und speziell eine homogene Funktion zweiten 
Grades dieser Größen, wenn in den Bedingungsgleichungen des Problems 
die Zeit nicht explizite enthalten war, so soll doch im folgenden mit Rück- 
sicht auf andere Probleme als die der Mechanik wägbarer Massen ange- 
nommen werden, daß das kinetische Potential eine beliebige quadratische 
Funktion erster Ordnung sei, und die Frage behandelt werden, wann für 
ein solches kinetisches Potential erster Ordnung die Elimination einzelner 
Parameter auf Differentialgleichungen in den übrigen Parametern führt, 
welche zu einem kinetischen Potential irgend welcher Ordnung gehörige 
Lagrangesche Gleichungen sind. 

Sondern wir die Parameter ;^i,/>2? •••y^A^ '° ^^^^ Gruppen PuP2^'"P^ 
und 9i, </2? •••?07 so daß Q+o = iii ist, und stellen nunmehr die Aufgabe, aus 
den ju Lagraiigesclien Gleichungen 

.... dH ^ d du jj 

(52.) ___ + ___ = Q,, (.=,,^...,, 

in denen P^ und Q, Funktionen von t oder Konstanten sind, die Parameter 
pi^P-i^'^'P^ ^ßd deren Ableitungen zu eliminieren. 

Werde zunächst angenommen, daß 

I. in den Gleichungen (51.) die Größen p[^ •••7^ p['^ •..7>^' nicht ent- 
halten sind, so werden, wie leicht ersichtlich, für alle Kombinationen der 
Indizes r und r, welche die Werte l,2,...p annehmen, die identischen 
Gleichungen bestehen 

(54.) -^'^- = .^-'^ *) 

^ ■' dprdp'r dp,dpr 



*) Für den Fall, daß q =■. 1 ist, folgt, wie früher erwähnt, daß, wenn p\' in der 
zu pi gehörigen Laffranffeschen Gleichung nicht enthalten ist, auch p[ ohne weitere Be- 
dingung von selbst herausfällt. 
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und somit das kinetische Potential die Form haben müssen 

(oo.) 
worin nach (54.) die Beziehungen bestehen müssen 



(56.) 



dp, dpr ' dpt: " dpr ' 



in der Tat sieht man umgekehrt, daß dann auch die Gleichungen (öl.) von 
den ersten und zweiten Ableitungen der Parameter ^^i, ... p^ unabhängig sind. 
Berechnet man nun aus den p Gleichungen (51.) 

(57.) y>. = co,(^(/,,...ry;,...5;',...), (-i,2,...p) 

woraus 

folgt, und setzt diese Werte in (52.) ein, so ergeben sich a Diffesential- 
gleichungeu vierter Ordnung, während das kinetische Potential (55.) in eine 
in den dritten Ableitungen der q lineare Funktion von der Form übergeht 

,.^. {H) = n,(t,q,,...q[,...q[\...)q[" + n,{(,q„...q[,...q['...)q;" + .'^ 

<^^«-> +/-^(^<7i,...?:,...^.',...)?:'+^^(^9n ••.?;, •••(?;',...). 

Die diesem kinetischen Potential dritter Ordnung entsprechenden 
Lagrangeschen Gleichungen werden somit einer früheren Bemerkung zu- 
folge von der fünften Ordnung sein, und es wird daher zunächst nur ge- 
schlossen werden können, daß die gefundenen Differentialgleichungen vierter 
Ordnung in ^i, ... ^^ den Lagra?igeschen Gleichungen fünfter Ordnung Genüge 
leisten. Setzt man aber aus (57.) die Werte von p^ und deren erste Ab- 
leitungen in (55.) ein, so folgt für die Koeffizienten von gi" in (H) 

n,{t, q,, ... q[, ... ^r, ... ) = i|^jl (1 (y.O q: + Of.)), 
worin die eingeklammerten Ausdrücke die bekannte Bedeutung haben; da 
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aber aus den Gleichungen (56.) folgt, dali 

ä(t-')':+(IJ-)j=.5(Äp7)'-'+(t)). 

SO ist leicht ersichtlich, daß 

dqV " dqi' 

wird, und somit eine Funktion *(^ ^i, ... ?1, ...?!', ...) existiert, für welche 
dO 



dt 



= A q[" + n, 9- + - + n, C + n a, ?i, ... qU ... ?n..O 



ist. Dann kann aber bekanntlich das kinetische Potential (//) in (58.) 
durch die Gleichung 

cT /(//) dt = ä f{(^H)-^^)dt^{ifH{t, q,, ... q,, ... q[\...) dt 

auf das kinetische Potential B von der zweiten Ordnung reduziert werden, 
dessen zugehörige Lagrange&che Gleichungen nur von der vierten Ordnung, 
also die oben gefundenen Eliminationsgleichungen sein werden, und wir 
finden somit, 

daß^ irenn die zu 7>i,...y>^ gehörigen Lagrangescheu Gleichungen die 
ersten nnd ziceiten Ableitungen der Parameter p nicht enthalten, die Elimi- 
nation der p aus den q + a Gleichcngen auf a Diffei^entialgleichungen vierter 
Ordnung filh% welche a einem kinetischen Potential zweiter Ordmtng zuge- 
hörigen Lagrangeschen Gleichungen äquivalent sind. 

So wird z. B. für das kinetische Potential erster Ordnung von zwei 
Parametern 

für welches in der zu ]) gehörigen Lagrange^chen Gleichung 

]/ und p" fehlen, die Substitution dieses Wertes von p die zu q gehörige Glei- 
chung in die Differentialgleichung vierter Ordnung 
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tiberflihren, während zunächst das kinetische Potential eine Funktion dritter 
Ordnung von der Form wird 

bildet man aber die Funktion 

<i'=Wq'q"'-+fqy', 

SO wird das kinetische Potential 

f^=(H)-'^^=lq"-yq''q"'-lqY'+2qq'Y+q" 

zweiter Ordnung, wie man unmittelbar sieht, als Lagrange^che Gleichung 
vierter Ordnung das oben gefundene Eliminationsresultat nach sich ziehen. 
Wird den früheren Bedingungen noch die hinzugefügt, daß auch die 
Gleichungen (52.) die Größen /;{', ...p'J nicht enthalten sollen, also, wie 
durch Differentiation nach pl! hervorgeht, 

sein soll, so wird das kinetische Potential (55.) die Form annehmen 

H=2„,n^,„n{t,Jh,---qw-)qLq'n-i-^rXr{t,Pl,-'qi,--)p'r 
m,n = l,...a r=sl, ...^ 

sodaß die Gleichungen (51.) in 

Opr '^ dt ~^ ' 

und (57.) daher in 

übergehen. Setzt man nunmehr diese Werte von p^ in das Gleichangs- 
system (52.) ein, so ergeben sich a Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
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in den q^ während die Substitution der p in das kinetische Potential H eine 
in q[\ ...qä lineare Funktion zweiter Ordnung (H) liefert, welche im allge- 
meinen Lagranges^che Differentialgleichungen dritter Ordnung nach sich ziehen 
würde. Da aber der in den zweiten Ableitungen lineare Teil von (H) durch 
den Ausdruck 

dargestellt ist, so werden die nach q'g und qlf genommenen partiellen Diffe- 
rentialquotienten von q's und q'J einander gleich sein, und sich somit wieder 
durch Subtraktion eines vollständigen nach t genommenen Differential- 
quotienten einer Funktion von ^, ^j, ... ^1, ... das kinetische Potential zweiter 
Ordnung auf ein solches erster Ordnung erniedrigen lassen*); wir finden also, 

daßj wenn die Gleichungen (51.) und (52.) von ])[\ "'P'^t die ersteren 
außerdem von J^I, ... J^^ unabhängig sind, die Elimination der Parameter j) ztt 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in 5^1 , . . . qa führt, welche Lagrange- 
sehen Gleichungen für ein kinetisches Potential erster Ordnung äquivalent sind. 

Den hier gestellten Bedingungen wird offenbar genügt sein, wenn 
man voraussetzt, daß das kinetische Potential H von den ersten Ableitungen 
der Parameter pi^-'-p^ unabhängig ist, und in diesem Falle wird sich die 
Richtigkeit des eben ausgesprochenen Satzes unmittelbar erkennen lassen. 
Denn da dann die Gleichungen (51.) in 

dpi ' dp2 ' dpg 

übergehen und somit wieder p^^io^Q^ ?i, •• ?i, •••) liefern, werden die Diffe- 
rentialgleichungen (52.) durch diese Substitution in o Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in (/i, ... qa transformiert, welche in den zweiten Ableitungen 
dieser Parameter linear sind, und für welche das kinetische Potential (/7), 
welches durch eben diese Substitution aus H hervorgeht, von der ersten 
Ordnung ist. 

*) Was auch schon daraas ersichtlich ist, daß aus dem Ausdruck (55.) für das 
kinetische Potential wegen der zweiten der Bedingungsgleichungen (56.) durch Subtraktion 
eines nach t genommenen totalen Differentialquotienten die in pl lineare Summe 

^ TCrCt^pi,.., qi, ,..)pr herausgeschafft werden kann, und somit oben die Substitution 

von pr in den Ausdruck des kinetischen Potentials denselben nur in eine Funktion erster 
Ordnung transformieren wird. 
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Enthalten jedoch 

IL die Gleichungen (51.) nicht die Parameter ih^-'-pQ und deren 
zweite Ableitungen, so werden sich durch partielle Differentiation nach p[' 
und^,, wie leicht zu sehen, die identisch zu erfüllenden Beziehungen ergeben 

oprdp[ ' dprdp^dq, ' 



dprdp, ^ dp'rdp^dt ^ tJ.\dp'rdp,dp,, ^''^ ^ .t{ dprdp.Öq, 

welche dem kinetischen Potential (55.) die Form geben 

^ = -2;,, </>rX^ ?1? •••?a)i>^r?i+-2■m,nV^mn(^JfA, ... ?1, ..•) ?m9» 
r=l,...«; »=l,...(y iii,w = l,...a 

+-^r./r,(^,/>l,•••?I,•••)K+-2'.^.(^;>l,•••9l1•••)9l+-^X^A1•••?n•••), 

worin 

dprdpx ' dprdpx dptdt ' dprdpx dpr^dpt^ dprdpi dq^dpx 

oder 

^„ Q V r«=sl,...f ; #=l,...a wi,n=al,...a 

und die vif] »ir von t,qi,...q„ abhängen, ebenso wie die Differenzen 

dpr dt ' Öj[>r Opr, dpr Oq, 

Das System der Gleichungen (51.) nimmt hiernach die Form an 

^»,.n Vmn ?m ?n ß^^ ^r, ^^,^ A, ^, Q^^^ Q. 
(60.) »i,fi = l,...a ri = l,...e a = I,...a 

+ ^ ^^^^ ?1 + • • • + ^ra ?a + Xr) = ^r, (r=l,... «) 

und man sieht unmittelbar, daß in der Tat diese LagrangeBchen Gleichungen 
vermöge der oben aufgestellten Bedingungen von j>i , . . -p^^jh'i • • -i^^' unabhängig 
sind, und die Koeffizienten von p[ durch den Ausdruck 
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dpx Öpr 

gegeben sind. 

Eine Elimination der Parameter ]hi"*l^e ^^ algebraischem Sinne 
zwischen den Gleichungen (60.) und dem Differentialgleichungssystem (52.), 
welches für die Form (59.) des kinetischen Potentials in 

r = l,... ^; »ss-l,... a fn,ii = l,...a 

^^^'-^ dq., ^^\dqj'' Z\dqJ' 

(*i=l,2,...a) 

Übergeht, wird also nur dann möglich sein, wenn auch in dem System (61.) 
die Parameter j9i,.../>^ nicht enthalten sind, oder wenn, wie leicht dprch 
Differentiation nach ^^ (r = 1 , . . . p) zu ersehen, v/J,yi = 0, und die Differenzen 

oqs, dt dq,^ dq^ 

nur von t^q^^...q„ abhängen. 

Wir sehen somit, dali, wenn die Differentialgleichungssysteme (51.) 
und (52.) von Pw-J)^^ das erste außerdem noch von Pi-^p'^' unabhängig 
sein soll, die notwendige und hinreichende Form des kinetischen Potentials 
durch 

H=2r,,(Prs(t,q^,...q,)prqs + 2„,^nnCn(t,q^,...qa)qLql 

+-^r,/rX^i>o•••7M•••K+-2',^^,(^i>l,-••9n•••)?i + ^(^i^u•••?i^•••) 

r,=:i,...^ #=l,...a 

gegeben ist, worin die Differenzen 

^Ti^^r. ^^Za.^.^ ^h^^Jk ^ll+^.^± _i^fL+^^ 

dpr dpr,^ dpr dt^ Öpr 9^,' 9j, <9« ' Öj, Öj,, 

(r,r, = l„..^; «,ai=l,...a) 

nur von t^q^^...q^ abhängen dürfen, und die ersten dieser Ausdrücke die 
Koeffizienten der Größen p[^ in der rten Gleichung des ia^rmn^reschen 
Systems (51.) darstellen. 

28* 
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Berechnet man nun aas dem Gleichungssysteme (60.) die Größen 
^J,...;>^ als Funktionen von ^,^1,... ^J,... ^I',.-- ^^^ ®®tzt diese .Werte in 
das System (61.) ein, so erhält man o Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung in den Variabein qw-qo^ welche im allgemeinen kein kinetisches 
Potential besitzen werden, was an einem speziellen Falle zu zeigen genügt. 

Setzen wir nämlich 

X2=-7^q\ + 7^p\+ViP2, ^i=Pi + qu 

80 sind die oben aufgestellten Bedingungen sämtlich erfüllt und das kinetische 
Potential nimmt nach (62.) die Form an 

H= <p„ (t, qOp[ q, + (p2i (^ qi)p2 qx + y^{? (^ qd q? + (g?? + ?i + p^P2 + \pl + ^p^p[ 

+ (2 q\ + 2^\ +PiP2)p2 + Qh+qOqu 

worin die (p und tp beliebig gewählt werden dürfen; es wird H die Para- 
meter pi und P2 enthalten, wiewohl sie aus den ju LagrayigeBchen Gleichungen 
herausfallen. Dieses kinetische Potential können wir durch Abziehen des 
vollständigen nach t genommenen Differentialqnotienten 



d^n 

dt 



■ (2 P'P^ + 2 PiP'O^iP^P^ + 2^^0i^i + {Ip1+PiP7)p2 
auf die einfachere Form bringen 

H=cpn(t,q,)/j[q, + (pn(t,q,)p',q,+xp^^\t,q)q[' + ^^^ 

und spezialisieren wir dasselbe noch weiter dadurch, daß wir (p^i = 9921 = y^iP = 1 
setzen, so wird das Differentialgleichungssystem (51.) in 

qlq[ + q[ + ^P2=0 und dp[ + q[^0 

übergehen, so daß die hieraus entnominenen. Werte von p[ und jh in die 
Lagrange^che Gleichung (52.) 

2q['-(ql+l)pl-p2 = 
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eingesetzt, das Eliminationsresultat zweiter Ordnung liefern 

?:'+3(?Hi)?;=o, 

welches den Bedingungen (7.) zufolge die Lagrangesche Form nicht besitzt — 
es wird somit auch im allgemeinen die oben durchgeführte Elimination nicht 
auf Lagraagesche Gleichungen führen. 

Wir finden somit, dqß^ wenn die Gleichungssysteme (51.) imd (52.) die 
Parameter ih^-'-P^^ ^^^ ersteres auch p[' j . . . j)'^' nicht enthalten, die Elimi- 
nationsgleichimgen in den q die Lagrangesche Form im allgemeinen nicht 
besitzen. 

Fehlen 

IIL in den Differentialgleichungen (51.) die Parameter ih^-'-P^ und 
deren erste Ableitungen, so ergeben den froheren ganz analoge Ausführungen 
für das kinetische Potential die Form 

r,rj*=si,...o r=l,...o; «=3l,...a «,*i=l,...a 

+•••+<(^?.,. ••)/'.+ vi';?(^?n•••)]9:?'+-2;.;t.,(^;>.,•••?I,. -OK 
+^.^.(^/^„...?„...)?:+i'X^i>l,•••?.,•••). 

• = ),...o 



worin die Differenzen 




- vs — h 5^ und -r, — 

dpr Ot apr 


dq. 


nur von t^q^^...q^ abhängen, und 




dXr dXt ÖWrt 





dpx dpr dt 

ist; in der Tat geht dann das System (51.) in das von jh^'-^p^ und deren 
ersten Ableitungen freie Differentialgleichungssystem 
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ttber, ans denen sich die in den zweiten Ableitungen der q linearen, in deren 
ersten Ableitungen quadratischen Werte 

(63.) i>r' = ö>r(^?l,.-.3l,. ..?!',..•) 

ergeben werden. 

Fügt man die weitere, für die algebraische Elimination der p not- 
wendige Bedingung hinzu, daß auch das System (52.) von i>n • •i)e7i^ij--jPe 
unabhängig sei, so findet man leicht aus den eben gewonnenen Resultaten, 
daß die notwendige und hinreichende Form des kinetischen Potentials für 
die Bedingung, daß die DiflFerentialgleichungssysteme (61.) und (52.) jh^-'-p^j 
PU'"PI nicht enthalten, durch 

/nA\ r,r,=rl,...^ r=l,...p;*i=al,.,.a «„«2=1,.. .a 

gegeben ist, worin die Difl^erenzen 

dpr"^ dt^ dq,'^ dt ' dq, dq^ 

nicht von den Parametern j9i,...j[>^ abhängen, und die Gleichungen 

dpt dpr dt ' dq» Ö9,, ' dq^ dpx dt 

identisch befriedigt sind, wodurch leicht eine Vereinfachung des Ausdrucks (64.) 
durch Subtraktion eines nach t genommenen vollständigen Differential- 
quotienten ermöglicht wird. 

Soll das kinetische Potential die Zeit t nicht explizite enthalten, so 
werden die Funktionen w„XO Konstanten, 

F^S^CrPr+F,(q,,...q;), 

worin auch Cr konstant, und die übrigen Funktionen den Bedingungen unter- 
worfen sein 

dp, dp/ dq, öj,, ' dq, dp,^ 
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Während 

von ih^'-'P^ unabhängig ist; ist die letztere Differenz gleich Null, so bildet 
der auf die x ^^^ ^ bezügliche Summenteil von (64.) einen vollständigen 
nach t genommenen Differentialquotienten, und es wird somit dann das 
kinetische Potential in die Form 

r,ri = l,...o rs=l,...p; *i = l,...o »i^ii.2=\^,..a 

und das System (51.) in 

ri = l,...p «1^1*. ..a 

übergehen. 

Da nun die Substitution der Werte j/J aus Gleichung (63.) in das 
Gleichungssystem (52.) wiederum in qW^-q" lineare und in 5!, ..^Jr qua- 
dratische Gleichungen liefert, so wird man für die Frage, ob dieselben die 
ia^anjf^sche Form besitzen, diese nur für eine p- und zwei ^-Gleichungen zu 
beantworten brauchen, da eine sukzessive Elimination von j^nP^i-'-P^ immer 
wieder zu demselben Problem führt 

Sei also (>=1 und a=2, so wird, wie oben gefunden, wenn wir der 
Kürze halber annehmen, daü 1^ = p.^ = und t nicht explizite in H vor- 
kommen soll, das kinetische Potential die Form haben 

+^22{qiiq2)q?+yA{ihiqiiq2)p[+0i(Puquq2)q[+M^^ 

worin 

dq, dq,' dq, dp,' dq, dp~' 

und die Differenz ^ ' — ^^ von />, unabhängig ist. Setzt man den aus der 
zu pi gehörigen Lagrange^chen Gleichung sich ergebenden Wert 
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i>i =-9^il?l — ^12^2 ^^?l ~3?a ?>92 — -g 92+C'i 

iii die beiden anderen Differentialgleichungen (52.) ein, so gibt eine leichte 
Rechnung die Gleichungen 

(2V^n-y?0?r+(2V^i.-^fny,2)?; + (^^^^^^ 

und die Vergleichung derselben mit (17.) zeigt unmittelbar, daß die für die 
Gestalt Lagrange^cher Gleichungen notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen (19.), (21.), (22.) und (23.) identisch erfüllt sind. Wir finden somit, 
daß, wenn in den Differentialgleichungssystemen (51.) und (52.) die 
Parameter jh^-'-Pg '^^^d deren erste Ableitungen fehlen^ die Elimination de?* 
zweiten Ableitungen dieser Pai^ameter auf a Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung in den Parametern ^i, ... <?a f^hrt, welche die Form Lagrangescher Glei- 
chungen für ein kinetisches Potential erster Ordnung besitzen.*) 

*) Mit Röcksicht auf die nachfolgenden Untersuchungen mag zunächst hervor- 
gehoben werden, daß, wenn das kinetische Potential (64.) die Zeit nicht explizite ent^ 
hielt, vermöge der oben für die Koeffizienten angegebenen Bedingungen 

folgt, und daher das Gleichungssystem (51.) durch Integration in 

dH 



^ :=X,^C,t+fP,dt+C, (r=l,.-,) 



übergeht, worin cv Integrationskonstanten bedeuten — ein Fall, auf den wir später wieder 
bei der durch unmittelbar ersichtliche Integrationen ausführbaren Elimination von Para- 
metern zurückkommen werden. Aus dieser letzten, von i>i,...j:>p freien Gleichung ist 
aber ersichtlich, daß sich jl>i, 2^2, .../>^ durch q^,..,qo und deren erste Ableitungen aus- 
drucken lassen, und man würde, wenn man diese Werte in H substituierte, für (B) eine 
Funktion erster Ordnung in qi^,..qa erhalten, welche jedoch wegen Einführung der In- 
tegrationskonstanten nicht mehr das, wie oben bewiesen worden, tatsächlich existierende 
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Nachdem wir die Elimination der Parameter Pw^-p^ in den Fällen 
behandelt, in denen je zwei von den Gruppen der Größen Pr^pl^Pr in den 
ZQ den p gehörigen Xa^ran^^chen Gleichungen fehlen, muß noch die Frage 
erörtert werden, wie es sich mit den Eliminationsgleichnngen in den Para- 
metern qi^^'-qa verhält, wenn jene Gruppen entweder nur in den zu den q 
gehörigen Differentialgleichungen (52.) oder zum Teil in den zu den p, zum 
Teil in den zu den q gehörigen Lagrange%chen Gleichungen fehlen. 

Mögen zunächst die Größen />(, .../>^, p'/, .../J in den zu den Para- 
metern 9n---9^ gehörigen Differentialgleichungen (52.) nicht enthalten sein, 

kinetische Potential erster Ordnung der durch Elimination der p^,..,p^ erhaltenen Eli- 
minationsgleichungen in q^-f-qo wäre, welche die Lagrangesche Form besaßen. Sei 
z. B. — ganz unabhängig von dem oben behandelten Falle — das kinetische Potential 
erster Ordnung der Parameter p und q 

Jl=q + qy + q' + q'p'+lp'*-\-qW* 

gegeben, so daß die zugehörigen Lagrangeschen Gleichungen, wenn P=Q=0 voraus- 
gesetzt wird, 

~(q' + q'+p') = und 2q*q" +p" + 2q'q''-2qp'-1^0 

lauten, so wird der aus der ersten durch Integration hergeleitete Wert 

p'=c—q*—q\ 
in die zweite substituiert, die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

liefern, während derselbe das kinetische Potential H in 

Überfuhrt. Man sieht aber leicht, daß die Differentialgleichung zweiter Ordnung in q 
eine Lo^an^^che Gleichung für das kinetische Potential erster Ordnung 

ist, während die zu (B) gehörige Lagrangeache Gleichung 

(2q'—l)q" + 2qq''+2q'—l=0 

lautet, und sonach mit der oben gefundenen Eliminationsgleichung zweiter Ordnung in q 
nur f&r c=sO zusammenfällt. 
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SO wird die Differentiation dieser Gleichungen nach p'r nnd ^^ durch ähn- 
liche Transformationen wie oben für das kinetische Potential die notwendige 
und hinreichende Form liefern 

f650 '"1=1,. -e; *,=e+'»-<' «i=i,...e 

+^(^;>l7•••i>?Wl•••'^), 

worin 

ist, und in der Tat werden dann, ohne daß wir erst den Ausdruck (65.) durch 
Subtraktion von nach t genommenen vollständigen Differentialquotienten ver- 
einfachen, die ersten q Gleichungen des Systems (62.) 





dF 

dq. 




*,,«,= !,... a «1 = 1,.. -e *,=e + ^'-<' r,=l,...e 






+ 47(^.(P...Ql + <P.)=-Q. 


r(»=>.«,. 


•e) 



«2«=l....a 



vermöge der angegebenen Bedingung zwischen w^ und (p. von jA^ • • -P'^^P^ii "P'e 
unabhängig sein. 

Die aus diesen p Gleichungen hergeleiteten Werte 

(66.) Pr = fr(t,q,,...qo,q\,...q'a,q'^,.^.(ia) 

und deren nach t genommenen ersten und zweiten Ableitungen werden nun, 
in die zu den Parametern Pw^p^^q^^i^-'-qa gehörigen La^raw^eschen Glei- 
chungen substituiert, a Differentialgleichungen in den Parametern qw-q^ 
von der vierten Ordnung liefern, welche in den vierten Differentialquotienten 
linear sind, während dieselben Substitutionen, wie unmittelbar zu sehen, das 
kinetische Potential in eine Funktion dritter Ordnung dieser Parameter ver- 
wandeln, in welcher die dritten Differentialquotienten im allgemeinen qua- 
dratisch vorkommen werden, so daß also das Differentialgleichungssystem 
vierter Ordnung nur ein Integralgleichungssystem der zu (H) gehörigen 
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Lagrange^chen Gleichungen sechster Ordnung liefern wird. Um nun nach- 
zuweisen, daß das durch Elimination hergeleitete System vierter Ordnung 
im allgemeinen kein kinetisches Potential zweiter oder dritter Ordnung besitzt^ 
wird es nur nötig sein, dies an einem speziellen Falle zu verifizieren. Sei 
für zwei Parameter q und p das kinetische Potential gegeben 

H=^pp'' + f^pq, 

so wird, wenn P=Q = angenommen werden, die zu q g%\\^ngei Lagi^ange- 
sehe Gleichung 

p' und p*' nicht enthalten, und der Wert von p in die zu p gehörige Gleichung 

^q + 2pf^-f^0 
eingesetzt, die gesuchte Differentialgleichung vierter Ordnung in q 

-^ + 8(7"^"" + 4?'"^ = 
liefern, während das transformierte kinetische Potential 

lautet. Die zu (ß) gehörige Lagrange^che Gleichung 
8 5" ^(vi) + 24 5'" 5^^> + 16 q'"" - ?" = 

hat, wie unmittelbar zu sehen, jene Differentialgleichung vierter Ordnung 
zum Integral, diese selbst aber hat nicht die Lagrange^che Form, weil sie 
sonst ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzen müßte — ein solches 
dritter Ordnung ohne eines zweiter Ordnung kann sie nach einer früheren 
Anmerkung nicht haben — , die linke Seite dieser Gleichung aber der Be- 
dingungsgleichung (39.) nicht identisch genügt. 

Fügt man zu der Annahme, da£ in den zu 9i , • • • 9^ gehörigen La- 
grange%Ghen Gleichungen //i,...j9^, ///, ...y^ fehlen sollen, noch die Bedin- 
gung hinzu, daß außerdem in all den übrigen a Gleichungen die Größen 
j9|',.../>^' nicht enthalten sind, so findet man wieder leicht, daß das kinetische 
Potential H in (65.) die Form annimmt 

29* 
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^=-^...^y^%(^9l>•••9o)<9!.+-2■,y^(^i)^,...i)„<?^,. ..?,)?; 

(67.) +-2■^V^(^;>„...i)f,9„.••?»)?!. + -2;,(o,,(^p„...i>e,9„.••?o)i'r. 
mit den identisch zu erfüllenden Bedingungen 



dq, dpr^ 



(r,»=l,2,...e) 



and es wird somit die Snbstitation des Ausdruckes (66.) in H für (i7) eine 
in ?r,...9a' lineare Funktion dritter Ordnung liefern, für welche die zu- 
gehörigen La^ran^eschen Gleichungen im allgemeinen von der fünften Ord- 
nung sein werden. Da aber die zu Pi^-'-j^Q^Q^-^w-Qo gehörigen Diffe- 
rentialgleichungen, wie aus (67.) ersichtlich, die Größen p[j'--p[ linear 
enthalten, so werden die durch Substitution von (66.) resultierenden Diffe- 
rentialgleichungen in den Parametern qij.-.qo ifn allgemeinen von der dritten 
Ordnung linear sein, so daß die a Eliminationsgleichungen dntter Ordnung 
in den q nur Integrale der zu dem kinetischen Potentiale (JH) dritter Ordnung 
gehörigen Lagrangeschen Gleichungen fünfter Ordnung sein werden — doch 
können dieselben in speziellen Fällen auch die Lagrangesche Form besitzen. 
So wird z. B. für das kinetische Potential von zwei Parametern 

die zu q gehörige Lagrange^che Gleichung 

f-p + 2qq"==0 

von p' und jo" frei sein, und der hieraus sich ergebende Wert von p in die 
zu p gehörige Lagranget^che Gleichung 

2p + q=0, 

welche wiederum selbst p'^ nicht enthält, eingesetzt, die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

4.qq" + 2q''+2q=0 

liefern, während das kinetische Potential durch die Substitution von p in 
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ttbergeht Da aber die zu (H) gehörige Lagrange^che Gleichung 

-2qq"-q"-10q"q''-12qq'''-'4.q''q''''-lQqq'q"' = 

lautet, so muß, wie man auch sogleich verifiziert, die obige Eliminations- 
gleichung zweiter Ordnung in q ein Integral dieser sein; aber jene Gleichung 
hat auch selbst wieder das kinetische Potential erster Ordnung 

was schon daraus ersichtlich, daß dieses Beispiel auch dem oben bebandelten 
Falle L angehört. 

Für den allein noch Übrig bleibenden Fall, in dem die ersten und 
zweiten Ableitungen einer Anzahl von Parametern des Problems zum Teil 
in den zu diesen Parametern gehörigen Lagrangeschen Gleichungen, zum 
Teil in den anderen, nicht zu ihnen gehörigen Differentialgleichungen fehlen, 
kann man ebenso leicht die Form des kinetischen Potentials aufstellen und 
schließen, daß die Elimination wiedeinim auf ein Diffei^entialgleiclmngssystem 
vierter Ordnung fuhrt^ ivä'hrend das traiuformierte kinetische Potential von der 
dritten Ordnung wird, und daß somit ohne weitere beschränkende Annahmen 
die durch die Elimination erhaltenen Differentialgleichungen nicht die Form 
Lagrangescher Gleichungen besitzen werden. 

So wird sich unter der Annahme, daß von vier Parametern lh)lhiq\iq2 
in den zu p^ und qy^ gehörigen LagrangescYLen Gleichungen die Größen 
p\^Pi^P2tP2 nicht enthalten sein sollen, für das kinetische Potential die not- 
wendige und hinreichende Form ergeben 

i?= (^22 {t, p^,p2, ?i, q2)p? + V^i QiPuP2, 9i, ?2) q? + V'22 (^,i>i,i>2, ?i, ^2) q^ 

+ ^l (^i>ui>2, ?1, q7)p\ ?i + CO2 (ß,Pl,P2, ?1, ?2)i>2 q2 + tt>3 (ljPllP2j ?1 , ^a) ?'l ?5 

+ (Pi Q^pi^P^, ?ii 92) /i + (P2 it,p,iP2, qij ?2) P2 + ^i {t, p,, P2, ?i, 92) q[ 

+ ^2 (l,Pl,P2, ?l, 92) 9i + ^(ßlPilP2, ?1, ?2), 

deren Koeffizienten den Bedingungen unterworfen sind 



CO, 



dp, ' dq, ^ dp, ' dp^ ' dp^ dp,^ dq, dp,^ 

9a), __ 9a), 9y, _ 9y, 9y, _ dtp, \^ dq>^ dxp, 
ö?i'^c>>7' W,^Wi^ Wi^dp^^ ^^^' 
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Daß aber die Elimination von pi und ^2. im allgemeinen nicht mehr 
Lag7'a7igeBche Gleichungen vierter Ordnung in q^ und ^2 liefert, wird aus 
dem Beispiel ersichtlich sein, in welchem das kinetische Potential durch den 
Ausdruck 

H=p?+q? + p[q'2 + q[qi+^pl + qtP, + q2 

gegeben ist, der den aufgestellten Bedingungsgleichungen Genüge leistet; setzt 
man nämlich aus den zu pi und ^1 gehörigen, von p[jp2^PijP2 freien La- 
grange^Gheu Gleichungen 

p,=^q'2 und p2-=2q\' + q'2' 

die Werte von jh und p2 in die beiden anderen zu pz und q^ gehörigen 
Differentialgleichungen 

2p'2'=q, und p['+q['^l 

ein, so ergibt sich als Eliminationsresultat das Differentialgleichungssystem 
in qi und ^2 

4?r+2<'-9, = und ?i'"+?;'-l = 0, 

während das kinetische Potential in den Ausdruck dritter Ordnung übergeht 

Den zu diesem (i/) gehörigen LagrangeBchen Gleichungen sechster 
Ordnung genügen nun, wie leicht ersichtlich, die oben gefundenen Elimi- 
nationsgleichungen vierter Ordnung, die jedoch selbst nach den früher ent- 
wickelten Bedingungen kein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzen. 

§ 5. 
Nachdem mit Hilfe von Voraussetzungen, welche für eine Gruppe 
Lagrange^chev Gleichungen eines zu einem kinetischen Potential erster Ord- 
nung gehörigen Differentialgleichungssystems gemacht wurden, die Form 
dieses Potentials bestimmt worden, für welche die zu jener Gruppe gehörigen 
Parameter durch algebraische oder durch Differentiation herstellbare Elimi- 
nationsprozesse sich herausschaffen liefien, soll die Frage der Reduktion der 
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Lagrange%Q\iQn Gleichungen auf eine geringere Anzahl derselben noch von 
dem Gesichtspunkte aus erörtert werden, da£ zwischen diesen Gleichungen 
eine Elimination von Parametern mit Hilfe von unmittelbar ersichtlichen 
Integrationen sich ermöglichen läßt 

Wird zunächst angenommen, daß die linken Seiten der Differential- 
gleichungen (51.), in denen Pr Funktionen von t oder Konstanten sein mögen, 
sich identisch als nach t genommene totale Differentialquotienten von (>, 
wiederum von t^i\^ . . . p^jj^i^ • • K' ?i' • • • ?<" ^'i? • ?^ abhängigen Funktionen K^ 
darstellen lassen, also 

ist, so würde folgen, daß, weil die linke Seite nur die ersten Ableitungen 
aller Parameter enthält, der Klammerausdruck nur von t und den Parametern 
selbst abhängt, oder 

f) ff 



dp'r 



ist, and somit 
(68.) 



dH ^ dfr 

dpr dt 



in den ersten Ableitungen sämtlicher Parameter linear sein muß. Die Vor- 
aussetzung der identisch befriedigten Gleichungen (68.) liefert aber die Be- 
ziehungen 

worin x^j=— ;f,^ Konstanten bedeuten und ^rr=0 ist, und unterwirft man nun 
eine Funktion^ {^^Pw-pQ^^w-^a) den Bedingungen 

^- = f^ + kK.p.+ 0^r{t), ^^=^-^> 

worin A^, = — Aj^ = 2^rn und oj^{t) beliebige Funktionen von t sind, so ist 
die Bestimmung einer solchen Funktion (p möglich, da wegen 
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dprdpt dpt ''' C^Pzdpr dpr "" 

nach (69.) die Integrabilitätsbedingangen erfällt sind. Leitet man nnn ans 
dem Werte von (p den den Gleichangen (68.) genügenden Wert des kinetischen 
Potentials in der Form ab 



H=^^-^r^rPr,(Krh+^r(t)) + F(t,^^^^ 



dq) __ 



worin F eine willkürliche Funktion der eingeschlossenen Größen ist, so kann 
man im vorliegenden Falle das kinetische Potential mit Weglassang des 
totalen nach t genommenen Differentialqnotienten in der Gestalt annehmen 

(70.) 77= - -S;,,;;,(i,,;>; + co:(0) + i^C^i>;,...i;;, 9,, ... 5., q[, ... q',), 

r,r=l,...e 

fttr welches das Gleichangssystem (51.) in 

übergeht, oder durch unmittelbar ausführbare Integration in 

(71.) 2 4 K.P. + «^r (0 + 1^ = fPr dt + C, (r-l,...e) 

worin c^ die Integrationskonstanten bedeuten. 

Fügen wir nun noch die Bedingung hinzu, daß die IrO^on^^chen 
Gleichungen (51.) die Parameter Pu^^-p^ nicht enthalten sollen, so wird 
nach (71.) Xrt — sein müssen, und somit das kinetische Potential (70.) in 

(72.) H=^:k,(ol(t)p, + F(t,p[,...p'^,q,,...q,,q[...q';), 
und das Diflferentialgleichungssystem (71.) in 

(73.) iOr (0 + ^=/^r dt + C, (r=i....e) 

übergehen, während das Differentialgleichungssystem (52.) die Form annimmt 
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,nÄ N BF, d dF ^ 

also selbst wieder ?>i,...pp nicht enthält. Um nun die Parameter />M.--yv 
oder vielmehr deren erste Ableitungen zu eliminieren, werden wir die Werte 
derselben aus (73.) in der Form darstellen 

(75.) pr--(Pr{t,iU,...qa,q\,...qa) 

und in (74.) einsetzen, so daß diese Substitution die Gleichungen 
liefert. Da aber nach (73.) 

i:?=(ii)+i,(f;)ef=(a,i)+i(/''<''-"'»-^-)aji 

ist, so werden die Gleichungen (76.), wenn 

(/0-i(/^V/^-">.(0+OoO-^^ 

gesetzt wird, die Form 

_ dF d dp _.. 
dq, "^ dt dq[ "" ^' 

annehmen und somit Lagrange^che Gleichungen fllr das kinetische Poten- 
tial F sein, welches wiederum von der ersten Ordnung ist. Wir finden somit, 

daß^ wenn die linken Seiten des Systems (51.) nach t genoinmene voll" 
sU'mdifje DifferentiidqwAienten sind und 7>, , . . . p^ nicht explizite enthalten^ die 
Elimination der Pai^ameter ]> zwischen dem (ileichungssystem (51.) und (52.) 
a}if o zu einem kinetischen Potential erster Ordnung gehörige Lagrangesche 
Gleichungen in den Parametern qi^^.-q^ führt. 

Für den Fall der verborgenen Bewegung macht Ilelmholtz die An- 
nahme, daß das kinetische Potential erster Ordnung zunächst ein solches 

Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 3. I-W) 
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Wägbarer Massen sei und ferner die Parameter j^i,...j>^ selbst nicht explizite 
enthalte, so daß die oben gemachten Voraassetzangen darch diese Annahme 

d H 

befriedigt werden, indem wegen ^ =0 die linken Seiten von (51.) in die 

d c^ H 

vollständigen DiflFerentialquotienten , ^r übergehen, und die Integration 

derselben 

dH 

■r. i =6V (r=l,...e) 

und somit nach der Eigenschaft des Potentials wägbarer Massen j), in (75.) 
als lineare ganze Funktion von <7l,72v^ia liefern wird; die Funktion F 
ist dann nach (72.) H^ und das kinetische Potential der resultierenden 
(/-Gleichungen 



(77.) II = (77) ^^^^(^fl\dt+c){p:) 



besitzt dann außer den quadratischen Gliedern in (fw-i/a diese Ableitungen 
noch in linearer Form, was bei kinetischen Potentialen wägbarer Massen 
und Bedingungsgleichungen, welche die Zeit t nicht explizite enthalten, nicht 
eintreten kann. Wird also die Bewegung eines in den Parametern yi,...7a 
freien Systems wägbarer Massen durch ein DiflFerentialgleichungssystem 

beschrieben, worin // eine Funktion von </i,...7oi 7i?*--7a ist, welche nicht 
nur in </,,... (/l quadratische, sondern auch lineare Glieder enthält, so schließt 
Helmholtz^ daß diese Gleichungen das Eliminationsresultat von p Parametern 
lhj'"I\, ^us den Bewegungsgleichungen eines zu den Parametern qiy(ja)Pi^"'l\ 
gehörigen Gesamtsystems bilden, für welches das kinetische Potential // ein 
Potential wägbarer Massen ist, welches die Größen p'i,.../>^,7J,...7o nur in 
der zweiten Dimension enthält, und mittels dessen unter der Voraussetzung, 

daß II die Parameter Pi^^^p^ nicht explizite enthält, also ^~ = ist, sich 

die Größen pl,."7^e ^^s den Lcfgra)igeschtn Gleichungen -j--?c- , ^Pr berechnen 
und in die (/-Gleichungen substituieren ließen, die dann in die obige Form 
für das kinetische Potential erster Ordnung H übergingen. 
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Es mag noch bemerkt werden, daß, wenn H ein kinetisches Potential 
wägbarer Massen mit nur quadratischen Gliedern in den Ableitungen der 
Parameter darstellt, die Voraussetzung, daß die Lagrauge^clxen Gleichungen 
(51.) und (52.) die Parameter Pn.^.p^ nicht enthalten sollen, wie sich durch 
einfache Überlegungen ergibt, die den früher bei den Eliminationsprozessen 
angestellten analog sind, auf die notwendige und hinreichende Form des 
kinetischen Potentials 






führt, worin iVj,,..iV^ Funktionen von t sind, so daß die zu den Parametern 
Pi^'^'Pp gehörigen Lagrangem\\e,n Gleichungen die Form annehmen 



d^dll 

dt öp, 



^^+jiZ-^'r, 



es ist somit ersichtlich, daß die Voraussetzung der Unabhängigkeit der 
// Lagrange^chen Gleichungen (51.) und (52.) von den Parametern pi^.^.p^ 
auf die vorher gemachte Annahme zurilckfUhrt, daß die linken Seiten des 
Systems (51.) vollständige nach / genommene DifFerentialquotienten sind, 
und daß der Helmholtz^chen Voraussetzung für das kinetische Potential der 
Wert A'^ = entspricht. 

Dieser Fall der Elimination von Parametern durch unmittelbare Inte- 
gration und der Reduktion auf eine geringere Anzahl, dem ursprunglichen 
Systeme äquivalenter, ebenfalls zu einem kinetischen Potential erster Ord- 
nung gehöriger Lagrangescher Gleichungen soll an den folgenden Problemen 
erläutert werden. 

Sei ein freies System von n Punkten mit den Massen //?!,...?/?„ und 
den Koordinaten j:,, ?/i, j,, ... .r,, ?/„, c„ gegeben, zwischen denen innere kon- 
servative Kräfte wirken, deren Kräftefunktion durch C^C^'n.yn-n....^«,//«,^,) 
dargestellt sei, und werde diesem freien Systeme von ii Punkten ein Punkt 
mit der Masse u und den Koordinaten <^', /^, IT angeschlossen, auf den eine 
sollizitierende Kraft nicht wirkcli soll, dem also nur eine Anfangsgeschwin- 
digkeit erteilt werde, und dessen Lage in Beziehung zur Lage der n Punkte 
des freien Systems 

30* 
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L durch eine Gleichung der Form 

(78.) 'i=m.n^^i.yi^^d 

bedingt ist; so soll zunächst gefragt werden, wie die Funktion / beschaffen 
sein mu£, damit das kinetische Potential der n + 1 Punkte mit den Massen 

von I und ri unabhängig ist, also, wie wir oben gesehen, eine Elimination der 
Parameter 1,^,^ und ihrer Ableitungen aus den zu den n+1 Punkten ge- 
hörigen Lagrcwge^chen Gleichungen sich wird ermöglichen lassen. 

Da vermöge (78.) das kinetische Potential die Form annimmt 

H=-l im, W + .'/." + --;') - 1 f (l" + '/■ + (a^ !■ + 1^ '/■ 

+Ä(£-''+-|,i';+l{^o)'|-^(-«*.'.), 

80 werden, wenn H von | und rj unabhängig sein sollen, w{, >,-, ^, J* , -^ 

diese Größen nicht enthalten dürfen, die Gleichung (78.) also die Form 
haben müssen 

worin a und b Konstanten sind, und das kinetische Potential somit lauten 

+ 2(ar + 6,')S^+(5y]-^Cr.3/.-.). 

Die zu den Parametern | und rj gehörigen Xc^ran^reschen Gleichungen 
werden daher in 

d dH f. , d dH f. 

j-^j^-,^0 und ^,,-s^.=0 

oder, wenn die Integrationskonstanten mit —fiCi und —juc2 bezeichnet werden, in 
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Übergehen, ans denen sich 

— a-^ + (1 4- 6') c, — a /» Cj ~ ^ rfi "^ ^■*- ^" "*) ^2 — « ä c, 

ergibt. Setzt man nun diese Werte von $', }?', wie oben gefordert worden, 
in // ein, so folgt flir den Wert des transformierten kinetischen Potentials, 
wie leicht ersichtlich, 

I 

nnd somit das nach (77.) fUr den vorliegenden Fall durch 
definierte kinetische Potential 

(79.) H= - \ _i », (.f + ^;-^ + .D - \ -^^-,, (^^y 

nach welchem die BeAvegung der Punkte Xi,yi,Zf durch die Xa^r/an^reschen 
Gleichungen beschrieben wird 

„ dU /« dmd'm 

^Qn\ / II dU n dwd'oi 

(80.) /.«,;/, =^-- i:^:,.:p^ö-^7, «-'.••-) 



r, ÖC7 ir« 



7».. 



"*' "^^ " ÖZi 1 + a' + 6' ÖZi rf«' ' 



die BeAvegung des Punktes mit der Masse fi ist dann durch die Gleichungen 
bestimmt 
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(81.) 



*~ l+a' + // ^ l + a' + 6' ^^^'^ 
h (l+a>,— «6f 



in denen x^ und ;f2 Integrationskonstanten darstellen. Die Gleichungen (81.) 
ergeben durch Elimination von m die Beziehungen 

^ = — a 2: + Ci /+ (1 + a^)^i + ci hx^ und 17 = — 6 ^ + ^2^ + « 6^i + (1 + ^0^2, 
woraus folgt, daß der Punkt u sich in der Ebene bewegen wird 

('2 §-Ci t] + (<fC2 — hci)'Z=C2[{l + a^) x^ + ah x^ — Cj [ahx^-\- {1 + //) x.^ . 

Flir den speziellen Fall der Bewegung einer der Schwere unter- 
worfenen Masse //ii mit den Koordinaten a*i,yi in der Vertikal ebene, mit 
welcher eine in derselben Ebene sich bewegende, von keiner soUizitierenden 
Kraft angegriffene Masse fi mit den Koordinaten ^,/y durch die Gleichung 

(82.) 'y = ^/l + «>CrMi/,) 

verbunden ist, werden somit die Differentialgleichungen, welche die Bewegung 
der Masse m^ beschreiben, 

lauten, während sich die Koordinaten der Masse // den Ausdrücken gemäß 
ändern 

(84.) s^=-, + „.«>+i + «.< + ^M '/ = i+7,'"' + r+^^' + "^'- 

Spezialisieren wir die («-Funktion durcli die Gleichung 

<« (•«■.>//.)= 2/« -«-«i. 
80 daß (82.) in 

(85.) ,j-y, = a(|-.r,) 

übergeht, so folgt aus den BeAvegungsgleichungen (83.) anmittelbar, daß 
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ist, oder daß der Punkt mit den Koordinaten ^i'^ und y^ sich so bewegt, als 
wenn in ihm die Massen m^ und fi vereinigt wären, und eine konstante Kraft 
mit der durch die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen gegebenen Hori- 
zontal- und Vertikalkomponente auf ihn wirkte. Aus (85.) ist ersichtlich, 
daß, wenn wir uns eine durch den Punkt m^ gehende Stange mit dem 
Richtungskoeffizienten a parallel mit sich bewegt denken, der Punkt /t stets 
auf dieser Stange bleiben wird und, als sehr kleiner Ring aufgefaßt, sich auf 
der Stange so bewegen wird, wie wenn bei der stetigen parallelen Verschie- 
bung der Stange eine Vorrichtung zwischen w^ und u die Entfernung dieser 
Punkte den Gleichungen 

gemäß regelte. 

Ist endlich a = 0, bewegt sich also die Stange, auf welcher m^ und fi 
liegen, parallel horizontal, so werden die beiden Lagrange^chen Gleichungen in 

(rrii + /O x[' = und (m, + ,u) y[' = m^ g 

übergehen und der Punkt a\^yi sich also so bewegen, als ob in ihm die 
Massen m^ und /n vereinigt wären, aber die Schwerkraft nur die Masse nii 
sollizitierte. 

Wirken nun zwischen den /^ Punkten m,,...?/^„ Kräfte, deren Kräfte- 
fnnktion nur von den gegenseitigen Entfernungen abhängt und durch 

dargestellt sein mag, worin 

ist, so soll nunmehr die Frage beantwortet werden, wann durch die Ver- 
bindung eines Massenpunktes ^, auf den eine soUizitierende Kraft nicht wirkt, 
mit den gegebenen Punkten, und zwar durch den vorher als notwendig ge- 
fundenen Zusammenhang 

die Bewegungsgleichungen der n Punkte durch die Elimination der Para- 
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meter 'i und ry aus den Lagraiige^chen Gleichungen so modifiziert werden, 
daß die nunmehr wirkenden Kräfte wiederum eine von den gegenseitigen 
Entfernungen, aber auch von deren ersten Ableitungen abhängige Kräfte- 
funktion W in dem früher erweiterten Sinne besitzen, so daß die 3n resul- 
tierenden Lagrcfnge&chen Gleichungen die Form haben 



„ d W 


d dW 
dt'dxi' 


„ dW 

„ d W 


d dw 

dt dyV 

d d\v 

dt dzV 



(86-) ^«..V. =7),t:-^.;5-./» ''='•••-> 



Die Zasammenstellang dieses Gleichungssystems mit dem Lagrange- 
schen Systeme (80.) liefert, wie darch eine leichte (Jberlegang ersichtlich, 
als notwendige und hinreichende Bedingung für to(;rj,2/,,5,) die Form 

worin (p eine willkürliche Funktion bedeutet, und es ergibt sich dann die 
verallgemeinerte Kräftefunktion der Gleichungen (86.) 

während ^*, //, 'C nach (81.) durch die Gleichungen gegeben sind 

I = _ _« V (r>(r ^ + ^^ + '''^'■' -" --' i 4- X 

S l^a^^b''-'.'^^^'')^ 1+«» + /,' ' + '»• 

Die Rräftefunktion W liefert die allgemeinste Erweiterung des 
U^ifz-schen Gesetzes, in welches dieselbe für zwei Punkte und 

F(/„) = - , ^('•,J=1 •,, unmittelbar übergeht Für den Fall der Zuordnung 

mehrerer verborgener Punkte zu dem System der n Massenpunkte rw„...w. 
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gelten genau dieselben Schlüsse, doch ist leicht ersichtlich, daß man zu 
einer allgemeineren Form der erweiterten Kräftefunktion nicht geführt wird. 

Nehmen wir nun an, daß 

IL die Lage des Punktes u zu der der n Punkte des freien Systems 
durch zwei Gleichungen 

(88.) n - /; (^; .r,, y., j,) , S = /2 (^; ^iijh ?/) 

bedingt ist, so wird das kinetische Potential der // + 1 Punkte in 

(89.) /^= - i i m, (af + y7 + z?) - \ ,u U- + it/' ^ + i (?4 .^; 

-'1=1 -* [ »- '^ S 1 = 1^^ «Wj 

^ dyi y- ^ dz, "')] + U? ^ + i^ Ar')-«.- ' ^ e*/, ■'' ^ r)z; "0] j ' ^•'" y-' "'V 

übergehen, und aoU wieder H von | unabhängig sein, so wird sich, analog 
den früheren Betrachtungen, als notwendige und hinreichende Bedingung 
ergeben, daß die partiellen Differentialquotienten 

df, du ^t\ 04 dj\ du du OU 

aS' dV d^i' öy.' Ö2,' dxi' uyr Öz.- 

die Variable | nicht enthalten, und somit die Gleichungen (88.) in 

(90.) ^ = «^ + tu.(.i-.-,.'A,^,), C = fji+(o,(x„y„z,), 

worin a und b Konstanten, und das kinetische Potential in 

(910 w=-ii.»,w+./;'+z;')-5/.(i+<»*+«')r-/.(<t^°' +(.^ji)f 

-J-K(^t)'+(^-;)')-''-(-".^..--.) 

übergehen. 

Die zu dem Parameter i gehörige Lagrange%G\\Q Gleichung liefert 
nun in Verbindung mit (90.) 

^'=- r+J+T;^^- r+j.^.(««>i+*«>2), 

"^ "" "" 1 +a'^+V "^ ~T + ä' +1;^" ' 

'-__ bc — a/^w, +(1+ a')w2 

— - ., — TT f H - 
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woriu c eine Integrationskonstante bedeutet, und es wird sich nach einer 
ähnlichen Entwicklung wie oben für das resultierende kinetische Potential 
der Ausdruck 






^ac 



/QO \ _ f*2*J: ^^ ^•*':j I t;^^ __ ^^\ \ 

^ -^ "lH-a' + /;' (i« 7/^ "^ i + a* + 6'' f/f "^ l + a* + 6* rf^ 



(93.) 



m 



m 



. + «' + - 

ergeben, aus welchem die zugehörigen Layranyeschen Gleichungen für das 
Massensystera ?><,,... m^ folgen 

- 1 +-77' + ?,n(i + « ) ö^, + " * ä^.J "d? ' 

''J'- dyi l + a' + i' ^'^^^''^ öy. öy^y rf<' 

1 4.„'+i' \s^-^» ) d,,i +"'' öi^^y dt' ' 
-• = ö^.: - r+^'+T« ((1 + M ö.; +'^* a-e*) d/ 

Für den Fall, daß die inneren durch die Kräftefunktion U repräsen- 
tierten Kräfte wieder Funktionen der gegenseitigen Entfernungen sind, werden 
sich ganz ähnliche Funktionen wie oben für die nach Elimination des 
Massenpunktes u wirkenden Kräfte ergeben, wenn wieder die Bedingung 
gestellt wird, daß diese Kräfte eine Kräftefunktion erster Ordnung im er- 
weiterten Sinne besitzen sollen. 

Untersuchen wir endlich den Fall 

III., in welchem die drei Koordinaten S^tj/^ mit den Koordinaten 
^i^Ui^-i^ durch drei Gleichungen 

verknüpft sind, so wird das kinetische Potential in den von I, ij,S freien 
Ausdruck 
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(94.) (//)=-y,'«.w+.;'+^;vi/.(G5?)"+(S"+ (^f)') 

übergehen, und dann unmittelbar die zagehörigen Lagrangeschen Gleichungen 
die Form annehmen 

* "' ~ Ö2; ' \dzi 7ie "^ öz.- d? "^ 02,- f/< v- 



§ 6. 

Der obigen Fragestellung bezüglich der Elimination von Parametern auf 
algebraischem Wege oder durch Differentiation und Integration, und der sich 
daran schließenden Untersuchung der resultierenden Differentialgleichungen 
hinsichtlich ihrer Lagrange%Q\\ei\\ Form für kinetische Potentiale erster oder 
höherer Ordnung, reiht sich eine andere Aufgabe an, welche für bestimmte, als 
möglich erkannte Partikularsysteme von Werten einzelner Parameter für die 
anderen Parameter wieder Lagrange^cYie Gleichungen für kinetische Potentiale 
erster Ordnung aufzustellen sucht, die das gesamte, jenen Partikularwerten 
zugehörige System von partikulären Integralen aller Parameter definieren. 

Möge ein Partikularsystem von Parameterwerten, welche den Lagrange- 
sehen Gleichungen (51.) und (52.) zugehören, durch die Gleichungen 

iM^i Pu • • • p,^ p\, • • • p'o^ ?i, . • . qa, <iu '-qa) = o 

definiert und der Bedingung unterworfen sein, daß die hieraus hergeleiteten 
Werte 

(96 ) ^^' "" ^' ^^' '^" "* ^^^' ^'' * " ^"' ^''' •••9^)» "1 

1 TT 

in die Ausdrücke y , eingesetzt, dieselben zu reinen Funktionen von t machen, 
so daß also 
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ist, so werden nach (51.) für ebeudieses Partikularsystem von Parameter- 
werten, wenn 

gesetzt wird, die Gleichungen erfüllt sein müssen 

aus denen sich in Verbindung mit (96.) die zusammengehörigen Werte 

(97.) pr^(rr{t,q,,...qo,q\,...(ia), pr=y^r(t,qu'^'qo,qu'"q'a) (-='-0 

ergeben. 

Setzen wir diese Werte in das Gleichungssystem (52.) ein^ welches 
wieder in bekannter Bezeichnung die Form 

/dH\ , d /dH\ ,, 
-^,)+dt^,)-^' '-'-' 

annimmt, so wird, da 

oq, ^ögr,/ r=\^di>/d(j. r=i^apW dq, ^dq.J r=i ^ '' oq. 



^irmi 



ist, das System der Gleichungen (52.) in ein Layrange^ches System über- 
gehen, welches, wenn 



a=(^)-:?^i2.(0(y>.)-i;c».(00>;) 

gesetzt wird, worin (p,) und (]>',) durch (97.) definiert sind, in der Gestalt 

d^ , d (9Ap ^. 

— ?i + ;. V^ ^^^t 0=1... .a) 
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sichergibt-, die allgemeinen Integrale dieses Systems werden mit den Werten (97.) 
zusammen ein Partikularsystem von Integralen der Differentialgleichungen (51.) 
und (52.) liefern. 

Um einen speziellen Fall hervorzuheben, möge vorausgesetzt werden, 
daß ein Partikularsystem von Integralen, den Gleichungen (96.) entsprechend, 
durch 

(98.) y>;=o, ;>; = o, ... pl = 

dargestellt, oder daß eine partikuläre Bewegung durch konstante Werte der 
Parameter /;,,... />^ beschrieben werde, und daß die Werte (98.) die Ausdrücke 

%r ZU reinen Funktionen von i machen. 

Da nun das kinetische Potential erster Ordnung für wägbare Massen 
die Form hat 

in welcher sämtliche Koeffizienten im allgemeinen von ^,;>i, ...y>^, y„ ... </« ab- 
hängen, also 

dll Q ^ 

0-7=^^ (pr, r Pn + 2: tPr., (^ + Vr 
fyj'r r—l «=l 

I 

dJI 

ist, so werden die Ausdrücke (98.), wie verlangt worden, -^ , dann und nur 
dann zu einer reinen Funktion von t machen, wenn 

(100.) V =ö^^ = 0, ,.= ......;.. = ......) 

und <Pr eine Funktion von t ist; sind diese Bedingungen erfüllt, so werden, 
wie oben gezeigt, die zu (98.) gehörigen Werte von % ...^a wieder durch 
jMgrcmge^che Gleichungen mit dem angegebenen kinetischen Potentiale ^ 
bestimmt sein. Führen wir die weitere Beschränkung ein, daß für das 
Problem aus der Mechanik wägbarer Massen die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explizite enthalten, also in (99.) y^^ = t/;,^r=0 ist, so kommen 
wir zu dem von Helmholtz betrachteten Falle der unvollständigen Probleme, 
wonach, wenn ein Partikularsystem von Integralen durch konstante 
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Werte vou j>i,.-.y>^ augezeigt wird,, und nach (100.) das kinetische Poten- 
tial keine in den Ableitungen der Parameter p und q bilinearen Glieder 
enthält, die Elimination der Parameter pi^...p^ auf ein Differentialgleichungs- 
system zweiter Ordnung in den Parametern </i,... 7^ führt, welches die Form 
Lagrangescher Gleichungen für ein kinetisches Potential erster Ordnung 
besitzt, und dessen Integrale nebst den Gleichungen y^j =Ci, ...y>^ = r^, worin 
Ci, ...6'^ Konstante sind, ein Partiknlarsystem von Integralen des gegebenen 
Systems der // = p + a iMgi-angeseheu Gleichungen bilden. 
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Über orthogonale Substitutionen und die Differential- 
relationen zwischen den Thetafunktionen von zwei 

Argumenten. 

Von Herrn E. Jahike in Berlin. 

rUr die Theorie der allgemeinen Thetafanktionen von zwei Argu- 
menten ist, wie (Msparj/j Herr Martin Krause und ich gezeigt haben, die 
Gruppe der linearen automorphen Substitutionen, also die orthogonale 
Gruppe, von fundamentaler Bedeutung*). Die orthogonalen Substitutionen, 
welche dabei auftreten, sind reell, bzw. lassen sich stets auf reelle Form 
bringen und sind vom vierten Grade, führen also zu einem System von 
sechzehn Koeffizienten gr,,, die den Bedingungen genügen: 



0^\) 



ÖM(hk + ÖV921. + gZiOlk + 9m .941 = 0, 



^1.4 = 1.2.3,4 > 



Diese Gleichungen unterscheiden sich von der üblichen Form der Orthogo- 
nalität dadurch, daß in den beiden letzten Gleichungen rechter Hand (j statt 
der Einheit auftritt. Gleichwohl will ich ein solches System, dem Vorgange 
von ( a-s^pari/ und Herrn Frnhenius folgend, orthogonal nennen. Insbesondere 
soll ein solches System als orthogonales Hechzehnersystem oder kurz als 
Sech Zehnersystem bezeichnet werden. 

*) ^lit den Beziehungen zwischen orthogonalen Substitutionen und elliptischen 
Thetafunktionen hat sich auch Herr Study eingehend beschäftigt. Vgl. das grundlegende 
AVerk: Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Funktionen. 
Leipzig 1903, S. Hirzel. 
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Nun läßt sich jede orthogonale Suhstitution vierten Grades, welche 
die Eider-CaijfetjBGhe Parameterdarstellung zuläßt — und nur mit solchen 
werde ich es im folgenden zu tun haben — auf eine spezielle Substitution 
desselben Grades zurückführen. Die sechzehn Koeffizienten des Systems, 
das dieser speziellen orthogonalen Substitution entspricht, haben die Eigen- 
schaft, daß sie als Determinante geschrieben, eine schiefe Determinante bilden, 
wo gii = — gji(:^'i=j) und außerdem g.^^ + ijj. ist, da ja das System orthogonal 
sein soll. Ein solches Sechzehnersystem läßt sich in der Form schreiben 



«1 -«2 

a. «, of.. — «, 



«3 


«* 


«4 


«3 


«1 


«2 



und soll orthogonales Elementars ijstem oder elementares Scchzehne)*syste7n oder 
kurz Elementarsystem heißen. Dabei bedeuten die a beliebige Parameter. 
Multipliziere ich das vorstehende Elementarsystem mit einem zweiten, 
dessen Parameter ß genannt werden mögen, 

/V. Ä-/?3 A 

-ß2 1% 1% ß, 

ßs -ß, ßl ßl 

ß* ßs ßz -ßx , 

und welches aus dem ersten durch Vertauschung der Horizontal- und Vertikal- 
reihen hervorgeht — loobei unter MuUipUkution zweier Systeme die Mufti- 
plikatioii jeder Horizotitalreihe des ersten mit jeder Ilorizontaireihe des zweiten 
zu verstehen sein soll — dann ergibt sich die Kider-Cayleyache Parameter- 
darstellung einer orthogonalen Substitution vierten Grades: 

1^11= "ißl-^^ißi-fhßi + f^^ß*, (/n= «l/^2 + ß2/?i + «j/:f4+«4Ä, 

i^,j=-(a,/:?, + aj/i?,-«3/?^-or,/>'3), 5^2,= ".ßi-^iß^+ajßi-f^iß*, 
<7i3= ai/^3 + «jÄ+«;./^i + «4/^2, fhi=~("iß* -aiß3-«3ßi+(^*ßi), 

IOm= fißt-^ißj + ^ißi-f'^ßu i/24= «\ßi\f'2ß^-f^ißl-«*ßl, 

j <Jm=- (f'xßi-f^iß*-\-(hßl - "4ßi), UM --= -(«lÄ+ «2/^3-«3A-«4/^,), 

1^32= «I />*4+ «2/53 + «3/^2 +a4rA, «/42=- («1/^3 -«2/^4 -«3/^1 + «4/^2), 

5^33= CClßl+aiß^l-Czßi-fUß*, 5^43 =-(«l/i^2-«2Ä + 03/^4 -«4Ä), 

^734= ßl/^2-02Ä-«3/54+«4/^, ff**= a,/A + «2/^2 + «3/^3 + «4/^4, 



0^2) 
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deren Determinante 

ist. 

Zu den n^ Koeffizienten eines Orthogonalsystemö [ij^j] treten noch 
n(ji—V) Differentialgrößen /v^ ^V*? die aus der Multiplikation der Koeffi- 
zienten einer Horizontal- bzw. Vertikalreihe mit den Differentialen der ent- 
sprechenden Koeffizienten einer anderen Horizontal- bzw. Vertikalreihe ent- 
springen. In dem Falle ;i = 4 sind es zwölf Differentialgrüßen, die danach, 
wie folgt, zu definieren sind: 



OS) 



ffPrs^-(9u(hij+y2idg2j+g2idgsi+g4id9*j), 
5^«v.= Q/iidg,x+gi2dgj2+gizdgj3+gi*(hj*), 
9= fA^+gli+9ii+fA-!^r+!/f2+g^z+gi.> 



(• + /=#'• + ': \ 

,-, ;,r,», = I,'2,3,4; 1,4,V,3 1 
•i,3, 1,4; 2,4,3,1 I 
3, 1,2,4; 3,4, 1,2 y 



Für i'j=a bzw. a=(i sinkt der Grad der orthogonalen Substitution auf drei 
herab. Es verschwinden nämlich sechs der Koeffizienten //,, identisch, es 
sind i/i4,//24i//34;i/4Mi/42j^4i, «"d aus dem Sechzehnersystem entspringen zwei 
orthogonale Neunerj^ysteme, die als dem Sechzehnersystem zugehörig be- 
zeichnet werden sollen. Die Koeffizienten jedes der beiden zugehörigen 
Neunersysteme lassen die Jutler-Cayley^che Parameterdarstellung zu, welche 
für das eine von ihnen, wie folgt, lautet: 

A^a] + al + al + al, 

/l</ii-= c(i-al-(4+ai, .4r/,2=-2(«i«,-r/3Cf4), .1«,,= 2(«,a3 + f3f2r?^), 

^ '^ jAu-n^ 2(a,a. + a,a;), Aa^.,= a^-^a^ + al-dl, Aa^^:=- 2(aia^~~a2a^)^ 

■' Aa^^ = — 2 («1 «3 — a^ «4) , .1^3., == 2 (a^ «4 + « 2 «3) , ^^^33 = «I + «2 ^ «3 — «4, 

wobei die Determinante gleich der positiven Einheit ist. Das andere zu- 
gehörige Xeunersystem ergibt sich, wenn man a durch ß^ a durch h und 
A durch B ersetzt. Das Sechzehnersystem, dem diese beiden Neunersysteme 
zugehören, hat die Determinante 

g = A.Ii. 

Hiernach kann icli sagen, daß jedes orthogonale Neanersystem {a„„] durch 
Maltiplikation zweier l^^lementarsysteme der Form 

33* 
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«1 


-«2 


«3 


«4 


«1 


ß. 


-«3 


«4 


«, 


«1 


-«4 


«3 


fr^ 


«1 


«4 


«3 


-«3 


«4 


«1 


«j 


«3 


«4 


ß, 


ß. 


«4 


«J 


ßj 


-«1 


«4 


«3 


ßj 


--», 



gewoiiiieu werden kann, die aus einander durch Vertaasckung der Horizontal- 
und Vertikalreihe hervorgehen, daß sich also jedes orthogonale Neunersystem 
als Quadrat eines Elementarsystems ausdrücken läßt, ein Resultat, das eine 
explizite Darstellung für einen speziellen Fall eines von Herrn Taber*) aus- 
gesprochenen Theorems bietet. 

Jedes der beiden Neunersysteme, die einem gegebenen Sechzehner- 
system zugehören, besitzt sechs Differentialgrößen, ;>,,, i\^ die ich, um ihren 
Ursprung kenntlich zu machen, besser ;>a(«), ?^a(«); />a(/?)? ^'ä(/^) nennen will. 

Es wird genügen, die Definitionsgleichung für das eine System hin- 
zuschreiben : 

Nun besteht zwischen den Koeffizienten und Dififerentialgrößen eines 
Sechzehnersystems einerseits und den entsprechenden Elementen der beiden 
zugehörigen Neunersysteme andrerseits der sehr einfache Zusammenhang**) 

(1.) \9a..-;^^'\^gl^. oK-^fr^-g^. 



*) New York M. 8. Bull. », 201 bis 259 (1S94). 

*) Diese Relationen (vgl. dieses Journal Bd. IIJS, S. 2:)0, wo sie durch ein Verschen 
im Vorzeichen entstellt sind) folgen auch aus der GrassvianmdiQH Identität 






wenn 



geset/.t und 



[ab i'(l] = \a r][h d]— a d,\h r], 






-e.e. 



angenommen wird. (Vgl. meine „Vorlesungen über die Vektorenrechnung", S. 105, 108, 
Leipzig 1905, B. G. Teubner.) 
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wobei (fiJ=g,iH,sj — 0rj9si die Unterdeterminanten des Systems {^^1 bedeuten für 

/i = l; ^y,r.6*=l,4,2, 3, 

/i = 2; /,y,y,.^=2,4,3,l, 

Ä = 3 ; t,y, r, 6^ =3, 4, 1, 2, 
und weiter*) 

' 27>3i = Ih{s^)-P2{ri), 2 r3i = y,(«)- ?'2(/^), 
2i>i2=y>3(«)-7^3(/>0j 2r,2=?»3(«)-?'3(pO- 

Ich will noch zwei Folgerungen hervorheben, die später mehrfach 
Verwendung finden sollen. Da die benutzte Parameterdarstellung homogen 
ist, können sich die Koeffizienten eines Orthogonalsystems nicht ändern, wenn 
die Parameter mit einem willkürlichen Faktor versehen werden. Alsdann 
bleiben auch die zugehörigen DiiferentialgröiJen unverändert, wie der Anblick 
des Formelsystems erkennen läiJt, d. h. es muß sein 

wo k einen willkürlichen, aber für r^i, r/2, ^^^3, «4 gemeinsamen Faktor be- 
deutet. Und umgekehrt gilt erster Hilfssatz: Wenn zivet Nenners ysteme in ihren 
Dlfferentinlgrnßen übereinstimmen, dann können sich ihre Parameter 7iur durch 
einen (femeinsamen Faktor unterscheiden. 

Um dies zu erkennen, braucht man nur die A'/^/crschen Differential- 
identitätcMi 



(3.) 



da i , = aulh (fu Ih j doii = «22 Ih — ^^23 Ih , da:^, = a^^p^ - a^^p^ 
d(iu = a,,/)^ dnPi^ da22=a2ypi~anpz^ rf«32=^33/>i" ('nlh 
d(hi = ^hi Jh - (fuPi 1 da,^ = a.,p., - a.^^Pi , ^/^^33 = ^317^2 - ^h2pi 



anzusehen, welche zunächst die Relationen -T^u = const., -2*^/i/.c/2a= const., 

*) Ich benutze diese Gelegenheit, um ein Versehen im Vorzeichen richtig zu 
stellen, das bei der Mitteilung dieses Formelsystems (Sitzungsber. Berl. Ak. 1896, S. 1028) 
untergelaufen ist und auf den Seiten 230, 232 der Arbeit in diesem Journal Bd. 118 einige 
Vorzeichenänderungen nach sich zieht. (Vgl. die Anmerkung **) auf S. 246.) 
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-2'<^^,A^/3Ä=con8t. nach sich ziehen. Ein zweites Neunersystem mit denselben 
Diiferentialgrößen j),,^ r,, heiße |^/L}j dann gelten dafür die entsprechenden 
Differential identitäten, woraus durch Subtraktion hervorgeht 

Diese Identitäten führen, wie oben, zu den Relationen -ir(a,A — a',A)^ = c,, 
-S* O^iA- a'i,) («2, - ^4) = ^2 , ^(«lA - «10 («3A - ^4) = ^3 • Audrcrseits existieren 
zwischen den 7>a,''a eines Neunersystems die linearen Beziehungen 

Pn=''(fn^'i+(h,r.2 + aury, /h = ^u^h+^uV2+a'3kV,^ (a = i.2,3) 

woraus 

Multipliziere ich diese drei Gleichungen sukzessive mit ^^i — </n, ^^2 — <'m 
^^3— ^^131 80 liefert ihre Addition O^Cir^+CiV^j + c^v^. Eine solche Relation 
ist aber, da die Parameter r/^, a.^, r/3, r/4 von einander unabhängig vorausgesetzt 
werden, nur möglich, wenn Ci = 0,^2=0, 63 = 0. Aus ^(jctih—o[f,y=0 folgt 
dann 

^^Ä=^4o (hh = (fu^ <hh=^iifn W. Z. b. W. 

Eine zweite Bemerkung bezieht sich auf die Frage nach den Be- 
dingungen, unter denen zwei Orthogonalsysteme additiv oder subtraktiv ver- 
bunden werden dürfen, ohne den Gruppencharakter zu verlieren. Ein sehr 
einfacher Fall, wo diese Bedingungen jedenfalls erfüllt sind, ist der folgende: 
Ersetze ich in der EHleM^itjlei/^chew Darstellung eines Sechzehnersystems 
die Parameter ß durch ß ±y±(^±.-.>, so entspringt das Orthogonalsystem 
{9ij ±kj ±f^ij±'"\^ wo die Koeffizienten gij den Parameterquadrupeln (x^ßy 
die liij den Quadrupeln «,;% die /i,, den Quadrupeln «,(? usw. entsprechen. 
Da es offenbar gestattet ist, noch willkürliche Faktoren einzuführen, ergibt 
sich ein zweiter Ililfsscitz: Die Summe beliebig vieler Sechzehnersysteme, die 
in einem Parameterquadrupel übereinstimmen, ist ivieder ein Orthogonalsj/stem. 
Dabei können die einzehten Summanden noch mit ivillkihlicheny von System 
zu System vaiiablen Faktoren versehen werden. Wird speziell «+/:? an Stelle 
von ß gesetzt, so ergibt sich das einfache System 

{(Jn + Äa,^ fjn+^du S^i3 + ^^^i3 ^M 

(j2X + Aa2l (/Z2+Aa.^2 5^23+4^^23 5^24 

-y3l + 4«31 //32+4«32 fhz+Aa,^ 93* 

!/u (Jn 9^1 5^44+ 4) 
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das sich aus dem Orthogonalsystem l^r,^} und einem seiner zagehörigen 
Neunersysteme zusammensetzt. 

Alle diese Sätze und Beziehungen haben, wie bereits erwähnt, Be- 
deutung für die Theorie der Thetafunktionen von zwei Argumenten; ins- 
besondere hat sich ihr Nutzen gezeigt, wenn es sich darum handelt, deren 
algebraische Relationen in einfachster Weise abzuleiten und übersichtlich zu- 
sammenzufassen. Gegenstand der vorliegenden Untersuchung sollen die 
Differentialrelationen zwischen den Thetas bilden, wobei ich mich ebenfalls 
des Orthogonalsystems als ordnenden Prinzips bediene. 

In drei kurzen Notizen*) habe ich bereits vor mehreren Jahren einige 
Resultate hierüber niedergelegt in der Erwartung, daß ich bald die Muße 
zu einer ausführlichen Darlegung finden würde. Äußere Umstände haben 
die sofortige Ausführung meiner Absicht vereitelt. Vor kurzem habe ich 
meine früheren Untersuchungen wieder aufnehmen können, und ich erlaube 
mir darüber im folgenden zu berichten (vgl. Jahresber. D. M. V. 1907, 
S. 551 bis 554). 

Ich lasse eine kurze Inhaltsilbersicht folgen: In Nr. 1 und 3 werden 
Methoden entwickelt, um aus einem vorgelegten Neuner- bzw. Sechzehner- 
system durch infinitesimale Transformation ihrer Parameter neue Orthogonal- 
systeme herzuleiten, unter denen die Systeme (1), (II) und (VI) durch ihren 
einfachen Aufbau bemerkenswert erscheinen. Die Nr. 2 und 3 bringen dann 
Anwendungen dieser Resultate auf die allgemeinen Thetas von zwei Argu- 
menten. Besondere Aufmerksamkeit verdient hier dasjenige Orthogonal- 
system, in welches die hyperelliptischen j,7-Funktionen eingehen: Multi- 
pliziert man nämlich jedes <f>aß{^i'^^2) mit dem Thetaquadrat qaß(p^i^^^\) der 
zugehörigen Charakteristik, so bilden die sechzehn n-tei\ Ableitungen der 
(/^-Funktionen in der Caspary^chen Anordnung die Koeffizienten eines 
Orthogonalsystems. In Nr. 4 entwickele ich aus dem GrassmaJin^chen Fun- 
damentaltheorem Multiplikationsformeln zwischen vier der Sechzehnersysteme, 
die sich aus vier Parameterquadrupeln aufbauen lassen. Diese Formeln 
setzen die für die Ableitungen der Thetas gewonnenen Orthogonalsysteme 
mit einander in Verbindung. Insbesondere mache ich in Nr. 5 von ihnen An- 
wendung auf die 7 jj- Funktionen. Ich gebe zunächst acht verschiedene lineare 
Darstellungen dieses Funktionssystems durch die Thetaquadrate. Alsdann 

♦) (\ \l t. 125, p. 486—489 (181)7); t. 126, p. 1083—1085 (1898). — Deuxieme 
Congres intern, des Math. Paris 1900, p. 279—280. 
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zeigt sich, daß zwischen den q j;?-Fanktionen dieselbe Art der Abhängigkeit 
besteht, wie sie von den Thetaqaadraten her wohlbekannt ist, daJB nämlich 
jede durch vier linear unabhängige linear und homogen ausdrückbar ist. Und 
weiter, daß die RosenhainBchen und Göpekchen Relationen unter den Theta- 
quadraten auch für die (/^-Funktionen gelten, wenn nur die konstanten 
Koeffizienten passend durch andere ersetzt werden. Es ergibt sich so zu- 
nächst eine weitgehende Analogie der linearen Abhängigkeiten zwischen 
den ^j^-Funktionen mit denjenigen für die Thetaquadrate. Eine weitere 
Untersuchung in Nr. 6 führt jedoch zu der Erkenntnis, daß die Abhängig- 
keit unter den (/i.?-Funktionen eine speziellere ist, insofern als noch acht 
lineare Relationen hinzutreten, wie sie bei den Thetaquadraten nicht vor- 
kommen. Um diese neuen Relationen in homogener Form zu gewinnen, 
empfiehlt es sich (Nr. 7) an Stelle der ^ ^-Funktionen das — ebenfalls 
orthogonale — System der y-Funktionen einzuführen 

Und diese Einführung rechtfertigt sich noch dadurch, daß die Rosenhain- 
sehen und (jöy>^/schen Relationen unter den ^p-Funktionen sich nicht ändern, 
wenn die qp- durch die y-Funktionen ersetzt werden. Vermittelst der 
neuen Relationen vereinfachen sich dann die Rosenhain^chen und Göpel^chen 
Relationen unter den /-Funktionen in dem Sinne, daß beide Arten von Relationen 
zu einer Darstellung jeder /-Funktion durch drei linear-unabhängige führen. 
Geometrisch gedeutet, entspricht die Abhängigkeit unter den /-Funktionen 
einer Konfiguration von sechzehn Punkten, die sich als Ausartung der 
Kinnmerdchen Konfiguration in sechzehn Punkte einer Ebene auffas?>en läßt. 

1. Eine Methode, aus einem Neunersystem durch infinitesimale Trans- 
formation seiner Parameter Orthogonalsysteme abziileiten. — Wenn es sich 
darum handelt, aus einem vorgegebenen Orthogonalsystem sogenannte ah- 
geleitete Systeme zu gewinnen, so kann dies dadurch geschehen, daß man 
die Parameter des Stammsystems durch ganze rationale Funktionen derselben 
ersetzt. In dem besonderen Fall, wo die Parameter eines Sechzehnersystems 
durch ihre Quadrate ersetzt werden, entsteht ein Orthogonalsystem, dessen 
Koeffizienten sich bilinear durch die Koeffizienten des Stammsystems aus- 
drücken. Es ist bereits von Caspary aufgestellt und für die Gewinnung der 
algebraischen Relationen unter den Thetas verwertet worden*). 



*) Dieses Journal Bd. 94, S. 78(1881) und Ann. Kc. Norm. (3) t. 10, p. 194(1893). 
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Anderer Art sind die abgeleiteten Systeme, welche sich für die Auf- 
stellang der Differentialrelationen unter den Thetas als fruchtbar erweisen. 

Ich gehe von einem Neunersystem mit den Parametern «,, «27 «31^4 
aus und frage zunächst nach der Darstellung des Systems, das hieraus durch 
die Substitution ma-^-nda an Stelle von a abgeleitet werden kann. Da sich 
der Beantwortung der Frage Schwierigkeiten entgegenstellen — was schon 
darauf schliefen läßt, daß das gesachte System nicht zu den einfachsten gehören 
dürfte — lasse ich die Voraussetzung fallen, wonach das abgeleitete System 
wieder ein Neunersystem sei, und nehme vier weitere Parameter /^i,/^2,/^7p'4 
zu Hilfe im Hinblick darauf, daß die homogene Parameterdarstellung eines 
Sechzehnersystems acht Parameter verlangt. Der einfachste Fall ist offenbar 
der, daß die ß gleich den Parametern a des Sto/iwsystems gewählt werden. 
Der erste Koeffizient g^ des abgeleiteten Sechzehiiersystems mit den beiden 
Parameterquadrupeln m<t-\-nda und a stellt sich dann gemäß (S^) dar in 
der Form 

m (a'\ — a\ — a[ + ^1) + ^^ (c^ida^ — a^ da, — 0^3 da^ + «^ da^ 

oder mit Rücksicht auf (iV,) in der Form 

Und dieser Ausdruck wird — da er doch von «,i verschieden sein soll — 
seine einfachste Gestalt annehmen, sobald ich m und n so bestimme, daß 
der Koeffizient von a^^ verschwindet, also wenn ich rf? = — rfln.4 und 7^ = 2 
wähle. Ermittle ich dann noch die übrigen Koeffizienten ^,^, so erhalte icli 
den Satz : 

I. Bezeichnen a„,„ die Koeffizienten eines Neuner Systems mit der Deter- 
ininante + 1? *'o bilden ihre vollständigen Differentiale da^^ zusammen mit den 
Differentialgrößen jf;,,, v^^ und der Null ein Sechzehnersystem der Form 

da^i da^i da^z i\ 
,j^ da^^ dan da^^ v^ 

da^, da^^ da^^ v^ 

-pi -y^2 -Ih 0, 
dessen Determinante gleich jf>i+7/2 + j^3 = i^I + ?'2 + '*? i^t, und dessen Parameter 
die Werte ^- vnd2da^-~a^d\uA haben ^ ico A = al + al + al + a] //?irf^£/ = 1,2,3,4. 

Journal für Mathematik Bd. 133. lieft 4. 34 
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Die beiden, dem Sechzebnersystem zugehörigen Neunersysteme besitzen 

folglich, das eine die Parameter -~ ist also das Stammsystem selber — 

das andere die Parameter 2da^^a^d\nA. 

Will man die Ortbogonalitätsbedingangen des Systems (I.) noch er- 
härten, so bedient man sich am einfachsten der bekannten Identitäten 



da^H = « u pt - fh ipk = - öT,, V., + a.„, ?», . 






Diese geben die Relationen 



^^(da,,da,,)+p,p, = 2:,(da,,da,,)+v,v,, U* = i;2.3; 

welche nichts anderes sind als die Orthogonalitätsgleichungen für die in (I.) 
genannten sechzehn Größen. 

Der Satz I. besagt, daß die infinitesimalen Änderangen der neun Koeffi- 
zienten eines Orthogonalsystems für sich keine orthogonale Grnppe mehr 
bilden, wohl aber zusammen mit den sechs Diiferentialgrößen. 

Deute ich die a^„ als die Richtungskosinus eines im starren Körper 
festen Systems gegen ein im Räume festes System, dann geben die ^, 9, r 
— wo Pi =^pdtj p.i=qdt^ pi = rdt — die Geschwindigkeitskomponenten für die 
Drehung des beweglichen gegen das feste System und u, v, iv — wo v^=udtj 
V2=^vdtyV^==wdt — die Geschwindigkeitskomponenten der inversen Drehung; 
dabei hat der Geschwindigkeitsvektor die Länge p^ + (f + 7''^ = ii^ + v'^ + w^. 
Erteile ich nun dem starren Körper eine infinitesimale Drehung, so werden 
die Richtungskosinus der neuen Lage gegen das im Räume feste System 
natürlich wieder eine Gruppe bilden, nicht so die infinitesimalen Änderungen 
der neun Richtungskosinus. Diese bilden erst zusammen mit den genannten 
sechs Geschwindigkeitskomponenten eine orthogonale Gruppe. 

Zu den Elementen eines Orthogonalsystems gehören außer den Koeffi- 
zienten noch die Differentialgrößen. Ich will daher auch den Zusammenhang 
der Differentialgrößen des erzeugten Systems mit denen des Stammsystems 
ermitteln. Es wird genügen, die Rechnung für eine der Differential großen, 
etwa p23 durchzuführen. 
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Aus der ersten ond dritten der Definitionsgleichungen (83) folgt 

oder, da nach Satz I. 

ist, 

/2^>23 = V, flPr/,, + V2 d^02i + v^ gP^3,, 

was in Verbindung mit 

gibt: 

Sip2, =p, -T, öTai cP^/;,i +;;., 2, a,,2 (Poux + ;>3 ^h ^hz ^ ^m • 

Nun liefern die Identitäten (3.) 

2a,, d'a,, = -j)] -pl, 2(f„2 d^ <hi = Pi P2 + dp,, 2:a,^ cPa,^ = p^p, -dp^, 

so daß 

i2p2i=^Pidpz-pzdp2 

wird, woraus die Differential grüßen pzi'^ l>\2 durch zyklische Vertauschung 
hervorgehen. 

Um die drei anderen Differentialgrößen Pi4,2>2»i/>34 zu finden, könnte 
ich den entsprechenden Weg einschlagen. Schneller komme ich zum Ziele 
durch Benutzung der oben mitgeteilten Relationen (2.), welche die Differential- 
größen eines Sechzehnersystems mit denen der beiden zugehörigen Neuner- 
systeme verbinden. Das eine dieser Neunersysteme ist im vorliegenden Fall, 
wie bereits auf S. 252 hervorgehoben, das Stammsystem selber, seine 

Differentialgrößen sind also p,, (^^ =^pi,, während die Differentialgrößen des 

anderen, nämlich Pa(/3) für /:f = 2rfo?— arflnA, noch unbekannt sind. Diese 
finde ich aber sofort aus dem Ansatz 2p23=^Pi((x)—pi(ß)^ nämlich 

np,(ß)=np,-2(p2dp,-p,d2)2). 

Nun ist 2;;,4 = y>,(«)+p,(/:f), demnach 

np.^^Qj), -(pidjh -Pidp2), 

und entsprechend jh^^P^*- 

34* 
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Bedenke ich noch, daß beim Übergang von den p^, und p^ zu den 
?V, bzw. i\ die Vorzeichen zu ändern sind, so ergibt sich für die zwölf 
Diiferentialgrößen des aus einem Neunersystem abgeleiteten Sechzehner- 
systems (I.) folgende Darstellung: 

ilp,^ = Qp, - (/)2 dp, -p, dp^, (lpn=p2 dpz -7>3 dp2, 
np^^=np.2-(jJ,dp,-'Pidp:,), £2p,,r=p^dp, -p, dp^, 
Qp,,=njj^-'(^p, dp, ~p2 dp,), np,2 =px dp^ -p., dp, , 

("^ ) llv^^^flv^-^-v^dvi —v^d^i ? ilv2z = ~(jhdi^3''^zd^'i)^ 
S2v2^^nv., + v,di\ ~i\dv^ , £lv^,=^-{v^dv,~v,dv^, 
£2vi^=:I2v:i + v,dr.2 -Vidv, , I2i\2 = —(vidv2 — V2dvi), 
Sl-^p] + pl+pl = v] + vl+vl 

Das Sechzehnersystem (I.) läßt sich noch durch Benutzung des zweiten 
Hilfssatzes der Einleitung umgestalten. Sein Gruppencharakter bleibt nämlich 
erhalten, wenn ich die Koeffizienten da„,^ um a^^ vermehre, und weiter 
noch, wenn ich diese Summanden mit willkürlichen Faktoren versehe. Ins- 
besondere wähle ich die Zusammensetzung aiidA + Adan = d(Aai,). So 
ergibt sich der Satz*): 

IL Alts dem Neunersystem mit den Koeffizienten a^„ und den Diffe- 
rentvdgrößen p^, }\ entspnngt das Sechzehnersystem 

rf(i4a,i) d(Aa,2) d(Aa,j) Ai\ 

d(Aa2i) d{Aa22) d{Aa2^ Av.^ 

^^^'^ ^ d(Aa,,) d(^Aa^2) cliAa,,) Av^, 

" —Ap, —Api —Ap^ dA, 

wo A eine willkürliche Funktion bedeutet^ von der nur die Existenz des 
Differentials vorausgesetzt ist. Die Determinante des Systems ist gleich 
A'n + ddAf. 

Insbesondere kann die Funktion A als der Euler^che Orthogonalitäts- 
faktor angesprochen werden, wie er in dem Formelsystem (^N,) auftritt. 
Dann führt die Gleichung rf(i4aii) = c?(ai — of^— a3 + aj) = 2(airf«, — «2 ^«2 
— a^da^+a^da^) zu einer einfachen Erzeugungsweise des eben aufgestellten 
Sechzehnersystems. Nämlich, man braucht nur in dem Gleichungssystem (S2), 
das die Parameterdarstellung eines Sechzehnersystems ausspricht, das zweite 



*) Vgl. Jahresberichte der D. M. V. Bd. 12, S. 104. 



Parameterqaadrapel gleich dem doppelten Differential dos ersten, also jVcs2(/<s 
zu wählen, nm za erkennen, daß dem System (IL) die Parameter «^^ und 
2cla^ zuzuordnen sind. 

In (I.) und (IL) besitze ich Sechzehner^y^ti^me^ die ehiem Stu/n^r- 
System entspringen. Von ihnen will ich Gebrauch machen, wenn ich jetzt 
die Suche nach Neunersy^temen wieder aufnehme, welche das Stammsystom 
aus sich selber erzeugt 

Ich erinnere zunächst an den Zusammenhang der Kooflizienten eines 
Sechzehnersystems mit den Koeffizienten der beiden zugehörigen Neuner- 
systeme, wie er sich in den Gleichungen (L) ausspricht. Nehme ich nun 
das System (L), so haben, wie oben gezeigt, die beiden zugehörigen Neuner- 
systeme die Parameter ^ und 2daf, — a^<lh\A. Andrerseits sind die Ko- 
effizienten des Systems (L) wohlbekannt, und die Koeffizienten des ersten 
der beiden Neunersysteme stimmen mit den ^/,„„ tlbcrein, folglich muH es 
möglich sein, aus dem erwähnten Zusammenhang die Koetlizienten des 
zweiten Neunersystems zu finden. 

Statt diesen Weg einzuschlagen, ziehe ich vor, das Neunersystem 
hinzuschreiben, um nachträglich das Resultat zu erhärten, in Satz 

IIL Alfs dem Neunersystem mit den Koeffizienten a^^ und den Diffe- 
rentialgrößen p,,, Vj, entspringt durch infinitesimale Transformation der hmi' 
meter das Neunersystem 



(IIL) 



£2021=^2 P1V2 S2(hi ^*22 = 2y>,r, -iir/,, ^lh.,3 ^-2p:^v, S2a,^ 
S2b,, =-2p,v, --ßöai ^'h2 = 2p2r, ^S2ay, S2b,, = 2 />,?s -/i^/«; 



seine Parameter sind gleich - (2da^ — «^//lni4), snne Determinante glnch + 1. 

yA 

Daß dieses System die Orthogonalitätsbedingungen erfüllt, ist leicht 
einzusehen. Um seine Parameter zu erkennen, bestimme ich seine Diffe* 
rentialgrößen (/*, iVf, (A= 1, 2, 3). Auf Grund der Definitionsgleicbungen (/V^) 
ergeben sich nach einigen Umformungen die Ausdrücke 

S2 q, = £2 p, - 2 {p2 dpi -7>3 dp^ , 12 w^ = 12 /», + 2 {Vj dv^ - ''j du,) , 
£2q2 = £2p2 — 2 {pidpx — />i dp^, 12w2 -■■=-- 12^^ + 2 (wj dv^ — v^ di^^)^ 
£2qy = £2p^ — 2(pi äp2 — />2 dpi) , 12 w^ = 12 y, + 2 (<^, dv^ v^ dr^) . 
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Ein Vergleich mit den Ansdriicken für die ilp^Qi)^ £lt\{ß)j welche auf dem 
Wege zu den Differentialgrößen des Systems (I.) aufgetreten sind, zeigt, daß 

%='Ph(ß)j ^^a = ^a(/^) für pf = 2rfa — arfln-A. 

Daraus folgt aber nach dem ersten Hilfssatz der Einleitung, daß die Euler- 
sehen Parameter des Neunersystems {&„,„} bis auf einen Faktor \\l gleich 
^da — adXwA sind. Dieses a bestimmt sich etwa durch Vergleichung der 
beiden folgenden Darstellungs weisen des Orthogonalitätsfaktors £1: 

+ 4:{(tida^-'a2da^--a^da^ + a^da2y + 4:(aida2--(t2d(/.i + a3da^ — G^dc/.^y 

und 

k'A'S2 = 2:^(2 Ada^-a^dAy, 

wo A = a] + (4+al+al. Der Vergleich der Faktoren von (da^f auf beiden 
Seiten zeigt, daß k^ = A zu setzen ist. Demnach sind die J??//^'Schen Para- 
meter des Neunersystems {6„,„| gleich-;^ (26?a—cf(/ In 4), wobei der Quadrat- 
wurzel stets das gleiche Vorzeichen beizulegen ist. 

Genau so wie das Sechzehnersystem (I.) zu dem Neunersystem (III.) 
geführt hat, würde auch das Sechzehnersystem (II.) zu einem Neunersystem 
gelangen lassen, das wieder mit einem der beiden zu (II.) gehörigen Neuner- 
systeme übereinstimmt. Da sich das System (IL) aus den Parametern r/^ 
und da^ aufbaut, so weiß ich von vornherein, daß die Parameter des neuen 
Neunersystems den da^ proportional sein würden. Auf Grund dieser Kenntnis aber 
gewinne ich es schneller, wenn ich von dem Neunersystem (III.) ausgehe, 

dessen Parameter ja gleich -7^ (2rfa^— cf^rfln4) sind. 

Betrachte ich nämlich den ersten Koeffizienten £2bn==2piVi—£2aii^ 
so ist doch nach der Eulerschen Parameterdarstellung (iV,), wenn eine 
Summe der Form (fi—l^—ßl+ßl kurz durch 2+ß^ angedeutet wird: 

2Ap,v,-nAa,,=^2:^(2da''adlnAy 

=^A^^(day^^d\n'A2^ada + (d\nAy'2^a' 

oder wegen 

A = al + al + a] + aj, Aa^^ = «J — «^ — o^ -f- a], 
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2Ap, y, -liAa,, = 4 JS^^. (du)''-2dA • rfa„ — ~ (dAfa,^, 



woraus 



Dieses Ergebnis führt zu Satz 

IV. Substituiere ich für die Parameter a^ eines Neunersystems mit 

den Koeffizienten a„^^ und den Differentialgrößen j)f^j Vf^ ihre ersten Differentiale^ 

2 

genauer -^ da^^ so entspringt ein Neunersystem mit den Koeffizienten 

(IV.) [((l In Ay - 11] «„.„ + 2 rfln .4 . rfa„, + 2 p„ i'„ (-. « = .,^.3, 

und dem Orthogonalitätsfaktor £l'\-{d\\iAf, 

Hiermit habe ich eine Methode entwickelt, welche erlaubt, aus dem 
Stammsystem mit den Parametern cr^ allgemein die Neuuersysteme mit den n-ten 
Ableitungen der «^ als Parameterquadrupel und allgemeiner die Sechzehner- 
systeme mit den beiden Parameterquadrupeln rf"*«^ und d^'a^ abzuleiten. 

Ich will zum Schluß dieser Nummer noch das System explizite auf- 
stellen, welchem die Parameter a und d^a entsprechen, um hieraus ein neues, 
durch seine Einfachheit bemerkenswertes Sechzehnersystem zu gewinnen. 

Dazu bemerke ich, daß Aa^^^al — al — al + al^ also 

d\Aa,,)=-S^ad:'a-\- 22:^{da)\ 

woraus im Hinblick auf den oben fUr 2:^(d(ty gefundenen Ausdruck 
hervorgeht: 

'^ -2*^ r/cf'« = ^ d\Aa,,) - a,, [(dhvAy - li\-2d\xiA.da,y^ - 2p, v,. 

Hiernach bestätigt man leicht Satz 

V. Aus dem Neunersystem mit den Koeffizienten a^^ und den Diffe- 
rentialgrößen pf,^ i\ entspringt das Sechzehnersystem 



2d'a„,,+2dlnA.da„,„+i2d-'\nA + (d\nAy+n]a„^-2p.v^, - ^ddAp^) 
'^ d(A r J , 2(f In A + (d\nA)'-S2 



(V.) 
mit den Parametern "'"'' und d^a^ (// = 1,2, 3,4) 



(»/,,«= 1,2,3) 
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Kombiniere ich hiermit einmal das Stammsystem der ö^„ und zweitens 
das Sechzehnersystem (I.) unter Beifügung geeigneter Faktoren, so erhalte 
ich unter Anwendung des zweiten Hilfssatzes der Einleitung das folgende 
einfache Sechzehnersystem, wo die zweiten Ableitungen der a„,^ auftreten: 



(VI.) 



^«31 —Pl ?'3 ^«32 —pz'^h rf^«33 —Ih^i dv 

— dp^ -dp., —dp^ 



3 

O 



Hieraus folgt nebenbei die Relation 

dpi + dpi + dpi = dv\ + rfy'a + dvi , 

welche besagt, daß sich bei der Drehung eines starren Körpers nicht bloß 
die Länge p^ + q^ + r^ seines Geschwindigkeitsvektors gegen Inversion der 
Drehung invariant verhält, sondern auch die Länge dp^ + dq^ + dr^ einer 
infinitesimalen Änderung dieses Vektors*). 

2. Anwendung der mitgeteilten Methode^ um aus dem Web er sehen 
Neunersystem Orthogonalsysteme zwischen den Diffei^entialen der Theta- 
funktionen von zwei Argumenten abzuleiten. — Ich gehe jetzt dazu über, 
von den vorstehenden Ergebnissen eine einfache Anwendung auf die all- 
gemeinen Thetafunktionen von zwei Argumenten zu machen. Dazu bedarf 
ich der Kenntnis eines Neunersystems. Als solches wähle ich das von 
Herrn //. Weber**) bei Gelegenheit eines mechanischen Problems gefundene 
Orthogonalsystem, dessen Koeffizienten und Orthogonalitätsfaktor den zehn 
geraden Thetas und dessen Differentialgrößen den sechs ungeraden Thetas pro- 
portional sind: 



*) Auf die Verwendung der Sätze dieser Nummer für die Theorie der Raum- 
kurven sei hier nur hingewiesen. Bezeichnen nämlich Oäi, ö/w ^Ohz (A = 1, 2, 3) die Richtungs- 
kosinus der Tangente bzw. der Haupt- und der Binormale in einem Punkte der Raumkurve, 

dann ist pi-= — , 7>2 = 0, 7>3 = — zu setzen, wo q und x die Radien der Krümmung 



und Torsion bedeuten 



**) Math. Ann. Bd. 14, S. 173—206. — Für die elliptischen Thetas hat Herr 
Study (a. a. 0.) elegante Neunersysteme aufgestellt, aus welchen sich auf dem angegebenen 
Wege ebenfalls neue Orthogonalsysteme ableiten lassen. 
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^«32= <hi&n{^), 



(TF) 



.4011 = 


C„ .?o(^), 


^«2,= 


A)i '^01 Ovj 


^«,2 = 


- C2 ^2 (iC), 


Aa^,= 


C,2 ^12 (A-), 


4«13 = 


c, .9, (aO, 


.4a,3 = - 


- C,4 .^H (aOi 



Api = - c;4.9-„(x), i4i', = - eis «^13 (a;), 

Api =-c[u»y^(x), Av^ = - c'i »i (x), A= c, &, (x), 

Api =-4.'>,„(jO, ^4rj =-c[ £»-, (.r), 



Dabei sind die Thetafanktionen in der Weierstraßächen Bezeichnung ge- 
schrieben, und der Kürze halber ist S- (.r,, x^) = & (x) gesetzt. Das Weiersche 
Nennersystem ist ein spezieller Fall des von Caspai'y entdeckten Sechzehner- 
systems: 

«9„ (X) 9„ (y) - &, (.lO », (y) ^4 (x) &, (y) ^,3 (^) ^n (y) 

,(j. »m C^') »m 0/) »,2 00 »n 0/) - -^.4 (x) .%, (y) », (x) », (y) 

- ^.B (x) .?,„ (y) »,, (x) »„ (y) ^34 (.t) .^34 (y) ^. (.r) ^x (y) 
-^%,(x)9,,(y) -^„»(^O-^mO/) -^a.(^)^«0/) »,(x)0,{y), 

welches ungeachtet der speziellen Charakteristiken bereits das allgemeinste 
darstellt, da es ja sämtliche sechzehn Charakteristiken umfaßt Diese An- 
ordnung der sechzehn Thetas will ich im folgenden als die Ciisparysche An- 
ordnimg bezeichnen. 

Ziehe ich jetzt das System (I.) heran, so entspringt dem TFe^erschen 
System das Sechzehnersystem 

Corf^^(^^ c.ä^^^^^ c.d^^^^^ c,,^~^ 

"^"^^j^ "^^-^^Tc^ ''^^Ä«) '~»;öö 

welches die ungeraden Thetaquotienten mit den ersten Ableitungen der geraden 
Thetaquotienten verknüpft. Dabei ist, wie auch im folgenden, unter 

die Summe 

Journal för Mathematik Bd. 133. Heft 4. 35 



• W) 
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oder ein Glied dieser Samme zu verstehen. 

Die zugehörigen Differentialgrößen stellen sich wie folgt dar: 

£2pn = 4 cl^ (^.« (.r) da,,, (X) - .%„ Qc)d»,^ CO), 

np,, = ein 4 (^.« (^) da,, (.r) - a^ (x) da„ (x)), 

i2;;,2 = c',, 4 (i?j4 (x) rf.?,„ (ar) - a^ (a) </ d„ (x) ), 
i2yj,=-c; c, (d, (x)da^ (x)-a, (x)da, (.r)), 

_Qi'„=-c; c[,(a, (x)da,,Qv)-a„(.i^da, (..)), 

i2 r,, = - c'» c; (i^„ (X) da, (x) - i?3 i^) da,, (x)), 



i2 = c,l ai (x) + Ah al (X) + c:«^ a^:„ (x) = c;,' ^Af, (x) + c^ al (x) + c? a\ (x), 



bzw. gleich einem der beiden Summanden gesetzt ist, entsprechend der Be- 
deutung von d&^ß(x). Um nur die wichtigsten Relationen zu erhalten, 
welche zwischen den ersten Ableitungen gerader Thetaquotienten und den un- 
geraden Thetaquotienten bestehen, genügt es auf das System (J^ etwa folgende 
beiden Eigenschaften eines Orthogonalsystems zur Anwendung zu bringen: 
Erstens muß die Summe der Produkte zweier Horizontal- oder zweier Vertikal- 
reihen verschwinden. Und zweitens: Mit jedem Koeffizienten stehen drei 
Koeffizienten in einer Horizontalen und drei andere in einer Vertikalen; 
die Summe aus den Quadraten des einen Tripels ist gleich der Summe aus 
den Quadraten des anderen. 

Als Relationen zwischen den ersten Ableitungen der Thetafunktionen 
selber aufgefaßt, lassen sie sich sehr viel einfacher darstellen, wenn man 
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die bekannten Relationen zwischen den Thetaqnadraten zu Hilfe nimmt. Sie 
gehen alsdann auf folgende Formen zurück 

c„ c, 6>ö (^) ^2 (*■) - A>i ^18 ^m (^) ^« (^) + c,o c„ 3ln (x) i%3 (a;) = cj» c,'« .9„ (.r) &,^ (x), 

c„ c\, &:,(x) &,, (.r) + c.,1 c; a:„ (x) &, Qc) - c,„ c[ f>:„ (x) »^ (X) - c, 4 »'. (.r) ^„ (a;) = 0, 

cl dl (X) + c:S % (o:) + c.^ ^?« (.r) = c'.^^ ^^f, (^0 + c\\ a\ (x) + c'^ 9\ {x). 

Dies läßt sich auch unmittelbar aus einem Sechzehnersystem ablesen, das 
sich durch Anwendung des Theorems (II.) auf Wehen Neunersystem ergibt*): 



(4) 



Coi <9m (J-) 

- c„3 .^;a (•^) 



-c, ^; {x) 

^12 *^12 W 
C23 ^^3 (X) 

- c^tt ^m (^) 



— Cu ^'1* (^) 

C34 «^34 (^) 



Cn «^13 (^) 

C5 ^; (^). 



Es faßt die ersten Ableitungen der zehn geraden Thetas mit den sechs un- 
geraden Thetas zusammen. 

Noch ein drittes Sechzehnersystem verdient hervorgehoben zu werden, 
das sich aus dem TF(?Äerschen System unter Zuhilfenahme des Systems (VI.) 
ableiten läßt. 

Es wird genügen, vier Koeffizienten davon hinzuschreiben, von 
denen der erste die Koeffizienten ^ii,...^33 und die drei anderen die Rand- 
koeffizienten ^14, ..',^41, ...,^44 repräsentieren, wenn ich noch hinzufüge, daß 
für die Anordnung der sechzehn Thetacharakteristiken wieder die C^wpari/sche 
Anordnung zugrunde gelegt ist: 



(<^3) 



Co Cid'' 



»o(') 



^.w 



Ce Cox (* ~rr~ 



^,.w 



^»w 



C24 c'u &u (x) &ij (x) , — Cj cJa d 



-n 



^■.(^) 



^»(^) 



wo 



^='(x)i2 = cada/(^) + cS^ä,(a;) + c^^u,Xar) = c;|^,2(a;)+c;2d,*(x)+c?^(ar). 

Für die Nallwerte der Argumente nimmt dieses System die einfache 
Gestalt an: • 



*) Vgl. Deaxieme Congres inteni. 
D. M. V. Bd. 12, S. 104. 



Paris 1900, S. 280 und Jahresber. der 

35* 
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^Ül \^5 ^(U ^Ul ^5 ) ^12 V,^5 ^12 ^12 ^5 ^ 



0^3) 



— Co3 (^Cg C(ü C,|3 C5 J C23 (^^5 C23 C23 C5 J 

,2 ,2 

^5 ^'24 ^5 ^W 

— ^14 \ph ^14 <^14 ^5 ) 
^34 (^5 ^J* — ^34 ^5 y 



r2 
^5 ^3 



-C5C1 



<^5 ^(12 O7 

WO die gii^ffiA unter die g^^ gvi (t = l, 2, 3, 4) gestellt sind und 



a:,=(), ar., = (> an««, *s=W 



C =(?:^>)..,- + 2(?i|^^)*, ..,+ (M)..,' 



x,=ü, Tj = ■ «1=0, x, = () " «1=», *»=0 



bzw. gleich einem der Summanden zu setzen ist. 

3. Eine Methode j aus einem Sechzehnersystem durch infinitesimale 
Transformation seiner Parameter Orthogonalsysteme abzuleiten, mit Anwendung 
auf das Caspai^sche System der Thetafunktionen von zwei Argumenten. — 
Im Vorhergehenden habe ich eine Methode verwendet, die erlaubt, aus der 
W^öÄarschen Anordnung der zehn geraden Thetacharakteristiken Orthogonal- 
systeme für die Ableitungen der Thetas zu gewinnen. Ich will jetzt eine 
andere Methode darlegen, vermittelst deren aus der Caspary^ii\x^VL Anord- 
nung (C) aller sechzehn Thetacharakteristiken neue Orthogonalsysteme für 
die Ableitungen der Thetas entspringen. 

Dazu schicke ich zunächst eine Bemerkung über die Eider-Cayley^Ghe 
Parameterdarstellung eines Sechzehnersystems voraus. Nämlich, bilde ich 
die Ableitungen der Koeffizienten g^^ also etwa 

dgn = «1 dßi — «2 dß^ — of3 dß^ + a^ dß^ + ß^ dcc^ - ß^ da^ — ß^ da^ + ß^ da^^ 

so genügen diese im allgemeinen nicht mehr den Bedingungen der Ortho- 
gonalität. Mache ich aber die Voraussetzung, daß die Argumente des einen 
Parameterquadrupels von denen des anderen verschieden sind, und differentiiere 
ich bloß nach den Argumenten eines der beiden Quadrupel, dann bewahrt 
das System der rf^gr^^ seinen orthogonalen Charakter 
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Nunmehr erinnere ich daran, wie Caspary zu seiner Anordnung der 
sechzehn Thetacharakteristiken gelangt ist Er setzt für die Parameter a^,/:/^ 
je dasselbe Göpekehe System von Thetas mit verschiedenen Argumenten: 

«2=ö,„(a:i+i/x, 0-^+2/0) /^2=ö,nOri--?/,,.r,-7/2), 
«3=^4 (^1+2/1, ^^,+2/2), i%=-0^ 0^1-2/1,^-^2), 

«4=023(^1+2/1, ^2+2/2), ft^=62z{^i-yu ^2-2/2), 

wobei die Funktionen ö von den Moduln 2rii, 2t,2, 2r22 abhängen, und trans- 
formiert die bilinearen Ausdrücke der Form «i/?^, ±«2/^^.±«3/?^, + «4/?/i, unter 
Benutzung der Formeln für die quadratische Transformation. 

Es wird genügen, die weitere Betraclitung an einen dieser Koeffi- 
zienten anzuknüpfen, etwa 

^ll = «l/?i -«2/52- «3/?3+ «4/^4=^0(^)^0(2/). 

Ich führe ein 



Sk — ^y 
^y''yy = Vy, 2/.= "^, 



(real 2) 



dann ergibt sich durch Differentiation nach den |, die durch einen Strich 
angedeutet werde: 

und allgemein in symbolischer Schreibweise 

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind offenbar die Repräsentanten der 
Koeffizienten eines orthogonalen Sechzehnersystems, da die vier Thetas eines 
Gopelüchen Systems und folglich auch ihre Ableitungen linear unabhängig 
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sind. Um einfachstmögliche Systeme zu gewinnen, nehme ich das eine 

Mal ri^ als konstant an, also T]^=^2a und setze ^==2^. Alsdann erhalte ich 
den Satz*): 

VII. Die n-ten Ableitungen der sechzehn Produkte 

•^«^(^l+«M^ + «2)^a)9(^l- «1,^-2-02), 

wo «1, 02 Konstante bedeuten^ bilden in der Casparyschen Anordnung ein Ortho- 
gonalsystem. 

Für ai=a2=0nimmtdasSystem die einfachere Form an: {rf"^^(^i,^)} d.h. 

Die n-ten Ableitungen der Thetaquadrate bilden in der Casparyschen 
Anordnung die Koeffizienten eines Sechzehnersystems. 

Dieser Spezialfall kann auch leicht aas den Thetarelationen gefolgert 
werden. Es genüge daran zu erinnern, daß, auf Grund der Formeln für 
die quadratische Transformation, jedes Thetaquadrat und folglich auch dessen 
Ableitungen durch vier liuearunabhängige Thetas mit doppeltem Argument und 
doppeltem Modul linear dargestellt werden können**). 

Das andere Mal wähle ich ^ = 0, also ri = 2x^ dann verschwinden 
bei ungerader Anzahl von Differentiationen die Koeffizienten des Orthogonal- 
systems identisch. Bei gerader Anzahl nehmen sie die Form an 

n = 2 : + [&Qc) &" (x) - t}'\x)l 

n = 4: ± [»(x) ,^%) -^4.»'(x)9"Xa^+ S&'"(x)l 

n = 6: ±[d{x)&''Xx)-^69\x)9''(x) + lb9\x)d^\x)+10»'''\x)] usw., 

wo sich das positive Zeichen auf die geraden, das negative auf die un- 
geraden Thetacharakteristiken bezieht Allgemein lautet das Resultat***): 

VIII. Die sechzeh7i Funktionen 

— •+|(-irC/)W<)l(^))* """'''""' 

bilden in der Casparyschen Anordnung die Koeffizienten eines Orthogonal- 
Systems. 



*) Vgl. Deuxieme Congres intern. Paris 1900, S. 279. 

**) Vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunkiionen. Leipzig 1903, B. G. Teubner, S. 340. 
*♦) Vgl. C. R. Bd. 125, S. 486—489 (1897). 
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Für (»=1 nimmt das System die bemerkenswerte Form an: 

dl (a;)rf'lnd„ (x) - S\ (x) d' In »^ (x) 

9l,ix)d^\n.%,{x) »\^(x) d' In ,%,(x) 



w 



■ &^„(x)d'\n&^(x) f>l,ix) d' In a»(x) 

»l(x) d^nd^^Qc) .%(x) d' In a,^(x) 



»l (x)rfMn ^^4 (x) - d?3(a;)rf* In 9,,(x) 

- ß],(x)d'ln a^,(x) - di (x)dnn »^ Qv) 

ffl(^)d'\na,,(x) - .9\ (x)rfMn ^, (x) 

a^„(x)d'\na(^(x) &l (x)dnn9, (x). 

Werden noch die Argumente gleich Null gesetzt, so erhalte ich das ein- 
fache Ortbogonalsy Stern : 



(J'd 



In dem Fall p = 2 begnüge ich mich, das System für die Nullwerte der 
Argumente hinzuschreiben : 



A) ^*t) 


^2 ^2 


c,c': 


0:; 


All ^01 


^12^12 


C14C14 


er 


^1)3 ^J3 


cjjcj; 


C34<^'34 


cf 


6*24 






C5CI 



^0 Hl T «i^o 


-c^c^Z-Sci-' 


c. cr+3c;'' 


4C,3C,3 


Ajimu 4'*>Aji 


^12^2 +3^12 


— <^U^4 ■~3Ci4 


4c', ci" 


— Al3<^ — ^<^(I3 


^23^ H~*>^23 


CMcir+3c;;' 


4c; c.'" 


-4c;4c,7 


^^w^m 


-4c;„c 


C5cJ^+3cr 



(•/s) 



Mit Rücksicht auf die nachfolgende Untersuchung will ich das System (J4) 
noch umgestalten. Ich bemerke zunächst, daß die Orthogonalsysteme (J^) 
und (J[) ein gemeinsames Parameterquadrupel besitzen, nämlich die n-ten 
Ableitungen «J;^ für den Nullwert der Argumente. Ich kann daher von dem 
zweiten Hilfssatz der Einleitung Gebrauch machen und finde, daß die sechzehn 
Ausdrücke : 

in der C^urpar^schen Anordnung ebenfalls eine orthogonale Gruppe bilden. 
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Ich will jetzt die hyperelliptische ^-Funktion einführen, indem ich 
sie durch die Gleichung*) 

(5.) -(P\U »aßO^l, ^^2) = iPaß{p^U ^5) 

definiere. Hierzu bemerke ich: Würde man an Stelle der Thetafunktion 
die Sigmafunktion einfllhren, wie sie von Herrn Klein*) definiert worden ist, 
und deren negative zweite logarithmische Ableitung als ^i^-Funktion auffassen, 
dann würde die so definierte ^-Funktion von der obigen sich nur durch eine 

additive Konstante, nämlich tq— -, unterscheiden. Für das Folgende er- 
scheint es einfacher, die obige Definition beizubehalten. 
Weiter setze ich 

^f§^ = ?a)9(^n^2), also 95(^17^)=!, 

und will noch die sechzehn Funktionen 



(6.) qaß{x,, x,yp^ß{x,, X,) + ff-^-f^^^f^ =jaß{X,,X,) 

einführen, welche zusammen mit ihren Ableitungen sämtlich an der Stelle 
0:^ = 0, 0-2 = verschwinden. Alsdann kann ich die vorstehenden Resultate in 
die Form kleiden: 

IX. Die sechzehn hyperelliptischen p-Funktionen, jede multipliziert mit 
der zugehörigen q-Funktion, d. h. mit dem Quadrat des zugehörigen Thetaquo- 
tienten bilden^ ebenso wie die sechzehn Funktionen jaßix^x^^ i^ der Caspary- 
sehen Anordnung die Koeffizienten von Orthogonalsystemen. 

Endlich lassen sich aus den in Satz VIII. aufgestellten Systemen 
weitere neue Systeme durch Differentiation nach x ableiten, da doch die 
bilinearen Formen «{*>/3<,7>+^i«^"^/?^:He2«^"^/?J.':H^ wo e,, e^, die 

positive oder negative Einheit bedeuten, ebenfalls zu einer orthogonalen 
Substitution gehören. Ich erhalte daher Satz**) 



♦) Vgl. Klein, Math. Ann. Bd. 27, S. 435, 438; Bolza, Amer. Journ. Bd. 17, S. 22 
(1895); Baker, Abel's Theorem and the allied theory etc., Cambridge 1897, S.292 und Baker, 
Amer. Journ. Bd. 20, S. 312 (1898). 

♦♦) Vgl. Deuxieme Congres Internat. Paris 1900, S. 280. 
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X. /)/e n-ten Ableitungen der sechzehn Funktionen f^lfy wie sie in 
(VIII.) definiert worden sind, bilden in der Casparyschen Anordnung die 
Koeffizienten eines Orthogonalsystems (p, n = 1, 2, 3, ...). 

Für p = sagt der Satz aus, daß auch die n-ten Ableitungen der 
sechzehn Funktionen q^ß (x) • p^ß (x) ^md jaß*{^) die Bedingungen einer ortho- 
gonalen Substitution einfüllen (;i = 1, 2, 3, .,.). 

Unter den Systemen, die hieraus für die Nullwerte der Argumente 
fließen, hebe ich dasjenige für n = 2 hervor, welches auf ein Neunersystem 
zurückführt: 



(•^) 



Aus dem Entstehungsprozeß der Systeme von Funktionen, für welche 
in dieser Nummer der orthogonale Charakter nachgewiesen worden ist, läßt 
sich schließen, daß zwischen den Funktionen eines jeden dieser Systeme die 
gleiche Art der Abhängigkeit besteht, wie sie bei den Thetaquadraten wohl- 
bekannt ist, daß nämlich, allgemein gesprochen, die Funktionen eines jeden 
Systems durch vier linearunabhängige unter ihnen ausgedrückt werden können. 
Es ist nun bemerkenswert, daß für die qp- und ;- Funktionen und ihre Ab- 
leitungen diese Abhängigkeit eine noch speziellere wird, wie in Nr. 6 
dargelegt werden wird. 

4« Die Graßmannsche Fundamentalformel und ein Multiplikationstheorem 
für orthogonale Sechzehnersysteme. — Die im Vorhergehenden aufgestellten 
Orthogonalsysteme lassen sich mit einander in bemerkenswerten Zusammen- 
hang setzen unter Verwendung eines Multiplikationstheorems, das sich auf 
orthogonale Sechzehnersysteme bezieht.*) Ich komme zu diesem Theorem 
vermittelst einer Identität zwischen sechzehn Parametern. Um diese Identität 
abzuleiten, gehe ich aus von der (rrq^mannschen Fundamentalformel, an 
welche ich bereits erinnert habe: 

[ah\cd] = [a\c\ [b\d] — [a\d] [h\c]. 



•) Vgl. Leipziger Ber. 1900, S. 141, 142. 
Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 4. 36 
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Ich benutze sie in der Gestalt 

Indem ich die «<, bi, d, dt als extensive Größen eines Gebietes vierter 
Stufe auffasse, kann ich sie au^ vier Einheitszahlen e„e„e., e« ableiten und 
setze an: 

«,=«!«.— o,«.+a.e.— 04^4- 6.= ft«i — Ae,— /J4«f+Ae4. 
a» = «i«i—«. «. — «!«. + «4«.. &•= A«. —A «> — /»• «t+ft «4. 
«4 = «. «1 +«1 «» — «•«. — «4^4. &4= Ae, — Ä6, — fte,+/?, e,, 

Ci = y> «. + y> e» + y. e, + y. «4- ^. = <Ji «. — ^. «, — <J, «• + ^4 «4- 
c, = y, e. +yi«. — n«. — n «4. *,= <J, «1 + ^, «, + *,«, -i-<J4 «4. 

«4=^4«! — y. «• — y.«. +^104' <*4 = — ^i «1 — ^a«»H-^, «i + ^4«4• 
Die vier Einheitsgrößen genügen den bekannten Festsetzungen 

«. «* = -«* ««, 



0, i>A 
0, Ä;4=^ 






Die inneren Produkte der Fundamentalformel nehmen dann Werte an, 
die ich im Hinblick auf die Eulei^-Cayley^che Parameterdarstellung (Sa) so 
schreiben kann: 

a,\b,={aß\,, a,\b, = — iaß\,, a,|6,= (aß\,, a,\b, = {aß\,, 
c,\d, = (y(J)„, cjd, = — (y (J),„ c,\d, = (yd),,, c,\d, = (yd),,, 

«,ki=(ßy)44» «.ka= (öy),4» «1^3= («y)»4' «4|c4 = («y)u' 
&i|d, = 0?(J)44, M«, = - mzv M«, = - mu^ f^,\d,={ßd\,, 

wobei ich die Koeffizienten der Sechzehnersysteme, die aus je zweien der 
Parameterquadrupel a^, /?^, 7^, (J^ aufgebaut sind, durch (a/?)«, (y^)«*, 
(^y)iki(j^^)ik bezeichnet habe, um ihren Ursprung sichtbar zu machen. 

Ich bilde weiter die äußeren Produkte aidi und biCi sowie das 
innere Produkt aidi\biCi. Summiere ich endlich über t = 1, 2, 3, 4, so 
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zeigt sich, da£ die Samme 2! [ai di\bi ci\ identisch verschwindet. Hieraas 
entsteht die Identität: 

(XI ) I *^''^^^' ^^^'' "^ *^"^^^" ^^^^'' "^ ^'''^^'' ^^^^'' "^ ^""^^'^ ^^^^'' 

and das ist eine Identität zwischen sechzehn beliebigen Parametern, denn bei 
ihrer Herleitang ist von den Orthogonalitätsbedingangen kein Gebraach ge- 
macht worden. Diese Feststellung ist von Wichtigkeit, wenn es sich daram 
handelte, aas der Identität die Additionstheoreme der Thetafanktionen ab- 
zuleiten. 

Für das Folgende fasse ich die Identität als bilineare Relation 
zwischen den Koeffizienten von vier der Orthogonalsysteme auf, die sich 
aus vier Parameterqnadrupeln zusammensetzen lassen, und leite daraus ein 
Multiplikationstheorem für Sechzehnersysteme her. 

Zu dem Zweck wende ich auf (XL) die Substitutionen au: 

/«l «2 Öf3 ^4\ / «1 «2 «3 «A / «1 «2 «3 ^*\ 

\«2 -«1 Ct^-^iJ^ \-«3 «4 «1 -«2A \"-«4 -«3 «2 «J 

U ~<^1 -^4 ^^3/ W3 -^4 ^1 V' \ ^4 -(^3 ^ -cTJ' 

dann kann ich das System der resultierenden sechzehn Identitäten zusammen- 
fassen in das folgende Multiplikationstheorem: 

(«/?)u («/5)i2 («/?)i3 («Ä14 {yS)n (ycT)« (ycr),3 (y.<J)u 

^{aß\ («/5)n-(«/?)H («/?)i3 0^^)21 (y^)22 0^(^)23 (y(J)24 

-(«/?)l3 («/5)i4 («/?)U-Ml2 W., (yS\. (y<^)33 (y(y)34 

(«/?),, (a/?),3 - (a/?),3 - (a/?)n - {y^\ - 0^(^)42 - W^ - (^^44 

(«y)44 («y)34 - («y)24 - («/)i4 (/?<y)44 ^ (/3(J)34 (/?<J)24 ^ (/3^)l4 

(«y)43 («y)33 - («y)23 - («y)l3 (/?(J)34 (/3cJ)44 ^ (/?cJ)l4 ^ (/?cJ)24 

- («y)42 - («y)32 («y)22 («y)l2 -(/^C^),, (/?(J)h {ßS),, - (/^cT),* 

-(«y)41-(«y)31 («y)2l («y)n (/?^14 (/?(J)24 (/?CJ)34 (/?cJ)44. 

Die Multiplikation ist dabei so zu verstehen, da£ die e-te Horizontal- 
reihe des ersten, mit der A:-ten Horizontalreihe des zweiten Systems multi- 

36* 
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pliziertf gleich dem Produkt der entsprechenden Horizontalreihen des dritten 
und vierten Systems wird. 

Die auftretenden Systeme sind, wie man sich leicht Überzeugt, sämtlich 
Orthogonalsysteme, insbesondere sind die Systeme [aß\ und [ß^\ Elementar- 
Systeme. Bezeichne ich die letzteren durch [aß\' und \ß^\'j dann kann ich 
symbolisch schreiben: 

(XII.) l«/5rx{y(y} = Mx 1/3(^1', 

und ich kann sagen: Multipliziert man ein Sechzehnersystem \yd\ mit einem 
Elementarsystem \aß\\ dessen Koeffizienten mit den Koeffizienten der ersten 
Horizontalreihe des Sechzehnersystems \aß\ übereinstimmen, dann ergibt sieb 

ein Orthogonalsystem, das sich durch die Vertauschung i ,o ^ ] »ichl 

ändert, wenn ich gleichzeitig die erste, zweite, dritte, vierte Horizontalreihc 
mit der vierten, dritten, zweiten, ersten Vertikalreihe vertausche. 

Durch weitere geeignete Parametersubstitutionen lä£t sich nun er- 
reichen, daß als Koeffizienten des Elementarsystems \aßY die Koeffizienten 
einer beliebigen Horizontalen oder Vertikalen auftreten. 

Dem Multiplikationstheorem (XH.) läßt sich noch ein anderes an die 
Seite setzen, das entsteht, wenn ich auf die Identität (XI.) die Substitutionen 
anwende: 

»-«2 — «l~«4 «3/' \— «3 — Cf4 «1 «2/' \ff4 —«3 «2 — «i/ 

/J. J, d, (^A / (^, ö, J, <l\ /J, ()f, (T, (JA 

\d, -(J, -d, dj \-^. -^ <J. ^2)' U -<^3 ^^ -^J' 

Dann ergibt sich: 

(«/?).. («/^).2 («/:^).3 («/^)h (;'<y)n (^<)')u (?'^)u (r«y 

(«/?)3. («/^)« («A3 («/?)« (y'^)« (7«))« (r<^)« (y' 

(a/9)3. («/y)„ {aß),y {alf),, {jö\, {yÖ\, {yd),, {y 

{aß\ (a/3)„ («/i)„ («/?)„ -[Y^'fU-Wn-ir'K.-iy 

(«/)« («y)M - («r)M- («r)u (Z^'J)« - G=^'J)34 (/-:?«y)« - ( 

^-{ay\ {ay\ {ay\,-{ay)^ {ftd),, {ßS\,-QU\,-i 

(«y)a4-(«y)u («7)44 -(«y)« -(/?<J)« (ß^)» iß^U- 
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oder symbolisch geschrieben: 

(XIII.) \^ß\x\Y^\=M'xm\ 

d. h. aas der Multiplikation zweier Sechzehnersysteme \aß\ und j^^c^l entspringt 
dasselbe Orthogonalsystem, wie wenn ich zwei Elementarsysteme |a/|' und 
\ßd\' mit einander multipliziere, deren Koeffizienten mit den Koeffizienten der 
vierten Vertikalreihe der Sechzehnersysteme |ay( und \ßd\ übereinstimmen. 
Auch hier kann ich natürlich durch passende Substitutionen erreichen, daß 
in die Elementarsysteme die Koeffizienten einer beliebigen Horizontalen oder 
Vertikalen eingehen. 

Von diesen Sätzen werde ich im folgenden nur den speziellen Fall 
d=ß verwenden. Alsdann verschwinden die Koeffizienten (ßS\^^ (/^^)247 0^^)34? 
und der Koeffizient Qid)^ wird gleich /:??+/^+/:^+/?J. Die beiden Sätze*) 
(XII.) und (XIII.) lassen sich dann wie folgt aussprechen: 

(XIV.) {aß\'x\Yß\^\aY\-2(f, 

(XV.) |a/?| x|y/9| = M'-^/^. 

Dabei verdient noch hervorgehoben zu werden, daß bei Vertauschung zweier 
Parameter, etwa a und /?, die Randkoeffizienten (a(i)^^^ (s^ß)2\^ (^ß)z4] 
(«Ä4M ("/^)427 («/^43 des Systems {aß\ ihr Vorzeichen wechseln. 

5. Die kypereUiptischen p-Funktionen. Die Rosenliainschen und Göpel- 
sehen Relationen unter den qp-Funktionen. — Die Identitäten, welche ich 
in der vorigen Nummer aufgestellt habe, erweisen sich für die Theorie der 
Thetas von zwei Argumenten als recht brauchbar. So ist es möglich, aus 
ihnen die Additionstheoreme für die Thetas unmittelbar abzuleiten**). Gegen- 
wärtig will ich sie benutzen, um den Zusammenhang unter den sechzehn 
hyperelliptischen ^-Funktionen näher zu untersuchen. 

Ich ersetze die Parameter «^ durch ihre 2(>-ten Ableitungen a^^^\ 
wähle für die drei Quadrupel a^,/?;,,/^ (/t = l,2,3,4) wieder je dasselbe 
Göpehclie System der Thetas mit doppelten Moduln, wie in Nr. 3., und 
nehme bei den Quadrupeln a^^^^ und ß-^ die Argumente gleich Null. Alsdann 
werden die Koeffizienten des Sechzehnersystems \a^^^^y\ gleich den Funk- 



*) deren erster bereits in den Leipziger Berichten 1900, S. 141, 142 mitgeteilt 
worden ist. 

•♦) Vgl. Sitzungsber. der Berl. Math. Ges. Bd. 6, S. 59—68. 
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tionen /i^^^), wie sie in (VIII.) definiert worden sind, und die Koeffizienten 
des Elementarsystems [a^^^^ß]' gleich Null werten der faß^Qc)^ die ich mit 
C^aß^ bezeichnen will. Weiter, das System \aß\ geht in das System der 
Thetaquadrate {^aß(^)\ über, und endlich JSß^ wird gleich c^. 

Hiernach erlaubt das Theorem (XI V.), die sechzehn Funktionen (?^f^p(x\ 
welche aus den p-ten, (p + l)-ten, ... 2(>-ten Ableitungen der Thetas homogen 
zusammengesetzt sind, vermittelst der Thetaquadrate darzustellen, wobei 
als Koeffizienten die Konstanten CS^ß^ auftreten. 

Ich will für die weitere Betrachtung den Fall p = 1 zugrunde legen, 
wobei ich ausdrücklich bemerke, daß dies nur der einfacheren Schreibweise 
wegen geschieht, da die weitere Untersuchung auch auf die allgemeinen 
Funktionen f^^^(x) anwendbar bleibt. 

Ich beginne damit, in dem Fall p = I die in Rede stehende Dar- 
stellung explizite hinzuschreiben. Hier werden die 

m(x)^»iß{x)d'\n»aß(x) 

und die Konstanten 

Wegen der Homogeneität der Relationen darf ich, nach Division durch 
ci&Kx)^ an Stelle Atr f^a}{^) die Funktionen qaß(p^)Paß(ßO und an Stelle der 

Cji^j die Konstanten - ^^ ^^, ^ -^ einführen, wonach das Multiplikations- 
theorem (XIV.) die Gestalt annimmt: 

Ci,Cü -C2C2 c^c^ cIj • q,,{x) — ?2(^) ?4(^) ?i3(^) 

C2C2 c„Cb' — cja C4C4 ^o,(a:) 5^12(0;) —qu{x) q^ (x) 

—c^c'i cla cbCü' C2C2' ~?ü3(^) qnQc) qu(pO qi(x) 

Cc'l c,cr, ^c^ci; q^^(^x) q^(x) q,^(x) «1 



c;: 



fsOx:) -qi(P)Piip) qz{x)Pi(x) qu(x)pty(x) 

-C'X ^*«(^)^^«^^) ?34(^)F34(^) ?14(^)^14(ä?) -?4(^)F4(^) 

"^* -?I)4(^)Fo4(^) -?23(^)F23(^) ?12(^)Fi2(^) ^ ?2 (^) J^2 (^) 

-?24(^)^24(ä?) ?(I3(^)^(I3(^) ?Ol(^)F«n(^) ?0 (^)Pü (^) 
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w 



- c^, ci; q„ (x) - c, c't qt (x) - c« c" q^ (x) - c[l q^ (x) = clp^ (x), 

- Cj cä ^u (x) + Co cl! qt (x) + cij 5« (x) - c« c, q^ (x) = c^ q^ (x) p« (x), 

- c« cl' ^„ (x) - c[l qt (x) + Co Co 5« (x) + c, c'i q^ (x) = c^ ?«» (x) ^„« (x)^ 
c',3 ?ü (^) - c« ci' jj (x) + Ct c" ^4 (a;) - Co Co 9,j (x) = cl q^ (x) ^„ (x), 

CüCÖg„,(x)-c,c;'5„(x)-C4c;' j„(x) + c;,' ^j (a;)=cJ5, (x)^, (x), 

- Cj ci' ^„(x) - c„ ci' ^«(x) -c;,* 9m(x)-C4 c;' ^, (x) = C^?j4(x) ^„(x), 

- c«c;'^,(x)+c;* ?u(x)-coc;'5i4(x)+c,c;' j, (x)=c^5,j(x)j?jj(x), 

-c[l qm(x)-c^c" qii(x)+Cac'i q„(x)+c„cö q^ (x) = clq^{x)p^a(x), 

Cucll q^(x) + c^Cj ?2j(x)-c«c;' ?3«(x)-c;j j, (x) = c^q^ (x)^j (x), 

C2 ci' gu, (x) - Co c;; ^a (x) + c'il q» (x) - c« c;' 5, (x) = c^ 5i«(x) j?,4 (x), 

-C4c;'^o3(a;)-c;3 523(a;)-CbCÖ?j»(x)-c,c;'^i (x)=c^^„(x)^i2(x), 

c« ?üi(a;)-C4c;'5j,(x)-Cjc;'5„(x)+Coc;'^, (a:)=c??o,(x)^oi(a;), 

- c^c'^ q2*{x) + CiC'^q^»(x)-CtC'^'q,a(x)-\-c[l ='ciqa(x)pu(x\ 
c^c'i ^««(x) + c„c'^ qo^{x)-c\l q,tt(x)-CtC'^=ciqt (x)p« (x), 

- C4C;' ?,4(^)+c'u ?.h(^)+Coc;' ?u2(x)-C2 c'^=clqt {x)pi (x), 

- c\l q2*(x)~Ctc'^ qo^(x)-Ctc'2 qn(x) -Coci; =clqt, {x)pa (x). 

Die Darstellung der sechzehn Funktionen qaß(x)p^ß(x) vermittelst der q^ßix) 
ist nan auf mehrfache Weise möglich. Dies läßt sich erkennen, sobald man 
das andere Theorem (XV.) heranzieht Diesem entspringt nämlich das System: 



Cq Co 


-c, c'i 
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?«(x) 


-^,(x) 
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9«(^) 


^01 ^01 


C12C12 


— ^14^14 
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?«(«) 


-9m(^) 


9s (^) 


CujCii 


C23C23 


C34C34 


c;* 


-9uj(a;) 


5„(x) 


ft»(a;) 


?i(«) 


cS 


-c 


-c\l 


c»c;' 




?24(X) 


?M(a;) 


?w(^) 


-1 



= -<^X 



J»s (^) -?i (^)Fi (^) ?3 (a;)F3 (ß) ?1,(X)J3„(X) 

?l (aj)Fl (^) Pi (^) -?u(^)j?13(a;) ?3 (^)F3 (^) 

-?3 (^)«33 («) ?13(^)Fij(^) Pi (^) 9l (^)^1 (^) 

qx%(x)pa(x) 9, (x)^, (x) 5-, (x)j?, (x) -^5 (x), 



•) Vgl. Koenigtherger, dieses Journal Bd. 65, S. 342. 
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woraus für vier der Funktionen qaßQ^)Paß(pO bereits vier Darstellungen ver- 
mittelst der Thetaquadrate hervorgehen. 

Aus derselben Quelle fliejßen durch geeignete Parameter Substitutionen 
oder — was auf dasselbe hinausläuft — aus dem hingeschriebenen System 
durch Vermehrung der Argumente um halbe Perioden — analoge Systeme 
für die noch fehlenden zwölf Funktionen qaß(p^)Paß(pO' Und so erhält man 
jedes der qaß(ßöPaß(pd zunächst auf vier verschiedene Weisen vermittelst 
der qaßO^) ausgedrückt. Ich begnüge mich, diese Ausdrücke für vier der 
qaßPaß hinzuschreiben: 

^0 cllq,, (x)+c, c^qz Qv) + r:, < q, (:t)+c^^q,^{a) =-clps{^'^')y 

Ql3^''3?(»(^)+^234923('^0 + ^34^'iW34C^0 + ^'l'^?l W ='-^lPs{^)y 

C2\ ?24(^) + 4 qm(^)+ ein ?.>2(^) +^5 4' =-clp,{x), 

('o ^v qoi (PÖ - ^2 C2 qn (^) - ^4 <^*4 ?i4 (^0 + C'n ^3 G^) = c\ q, {x) p, (x) , 
-c.,iCoi(/„(x) + Ci2c;;52 C'^) + q4<:'r4?4 (x)-c? qi^{x) = clqi{x)p^{x)y 

CcüC;;,?24(^)-C23^W?(>4G^)'- C34^iWt)2 (^) + ^^'^^ = ^Uli^) Pl (^) , 

-c^ 9ü3(^)+^(^4 ?23(^') + c;« ?34 (^^-c,c^qii^) = clq,{x)p,{x), 

Co Co qoy(x) + C2 C2 923(^0-^4 Ca q^A^^) "c'^lq, (x) =clq^{x)f^ {x), 
— c„ieüi924(:r)-Ci2c;25,rt(:r) + Ci4c;;^,ß(j:) + c;^ ^clqi{x)p^{x)^ 

'-c,,^c'^q^,(x)-C2iC'i^q2 (x) + c^^c'^^q^ (x)+c[^ qi3{x)=^clq^(x)p^(x), 

4 9ui(^) + c'fH 912(^0-^^1 qu{^)-c,c'^'q5 {^)=clq3(x)p^(x), 



- Co cl! q2^(^x) + Cj ci' 9,H (x) - C4 cl' q,a(d^ + c;, = cl q^^ (.r) ^,3 (x) , 

-coic;;i?,«(:r)+c,2c;'2(/23(^)--ci4c;;^34(.r) +cf ^i C^)=c^ 913(^)^13(3;), 

Co349oi(^)-C23C2'3 9i2(^)+<^34C;49l4(^) -Cf Jj (.r) = C^ J,, (^T) ^13 (Oj), 
4 9o (^) - Cj^ 92 (^) + 4 94 (^) - C5 C5 9i3.(^) = ^5 9l3 ('^) Fl3 (^) • 

Hinzu kommen noch weitere Systeme dadurch, daß ich in (XV.) die 
Vertikal- mit den Horizontalreihen vertausche. Das geschieht durch An- 
wendung der Substitution f _ ^ __ .^ _ — cT )» welche die (a/?)<^ in 

(ctß)ji^ die (yc^).; in (yrf),, usw. umwandelt. Es genüge, das erste der vier 
neuen Systeme hinzuschreiben: 



w 
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Ci)CÜ c„i(in -c^clli -c'il q„(x) 5,„(x) -q^Qc) -qu(x) 

— <hc'i c^tc'li Cjcä —<C -qt (^) 9w(^) qnCx) — ?o»(a;) 

qC; -Ci.cü c^c;; -c;^ X ^« (x) -q,t(x) q^Qc) -9uj(x) 

Cu Cj* cf Cjci' -9,j(x) -5-3 O'O -5-, (x) -1 

j^5 (-C) ?02(^)F<b(^) -?<»(^)«^w(^) -924(«)i?M(a;) 

^ _ ^ - ?(« (•»;) j>.B (•*;) Fs (^) qi* (.^) Pu C^) - ?0« («) FU* (^) 

-9m(^)F»4(-p) -?m(^)F.H(^) -?.ß(a;)F.«(^) -^5 (a;). 

Hiernach ergeben sich für jedes Produkt einer hyperelliptischen ^-Funktion 
mit einem Thetaqnadrate gleicher Charakteristik acht homogene lineare Dar- 
stellungen darch vier Thetaqnadrate*). 

Ich habe also 8 '16 Gleichungen, die ich auch als acht Systeme 
linearer Gleichungen für die q^ßi^) auffassen kann. Ihre Auflösung liefert 
die qaß(.^) linear ausgedrückt durch je vier Funktionen qaßij'öPaßi^)^ und 
für jedes qaß(^) ergeben sich acht solcher Ausdrücke. Für die Auflösung 
der Gleichungen ist zu beachten, dafi die sechzehn Konstanten c^^c'^ß—c^g 
in der Ccurpart/schen Anordnung ein Orthogonalsystem bilden [vgl. (J«')]. 

Ich greife zunächst vier Gleichungen heraus, welche linker Hand 
das Vierersystem ^„(x), ^«(x), q^{x)^ qa{^) führen; sodann die Gleichungs- 
systeme mit den Vierersystemen ^'on qm ?u, ft bzw. 5^. qn, ?34, ?i tind 
qi*i qo*i qiai qi ^^^ gewinne durch deren Auflösung: 

C qo (x) = - c„ ci; pi (x) - c,„ c,;; ^, (x) ^, (x) - c^ clii q^ (x) p^ (x) -|- 4* q^ (x) f, j (x) 
C q2 (x) = - c, ci' pi (x) 4- c„ c'n 9i (x) p, (x) - Cj, c'^ q^ (x) ^3 (x) - c^J ji, (x) pi, (x) 
C ?« (x) = - C4 c;' ^5 (x) + c„ c'uqi (x) ^, (x) + c,4 Cm9j (x) j?, (x) + c'J q^ (x) ^^ («) 

Cj„(x)=-c;' $35(3;)- 4* ?i(a;)F,(x)-hc;* ?j(x)j!73(x)-C5ci'9u(x)ji?„(x) 

C qoy (x) = - Cui eü, Fs (-c) + Co ci' 5, (x) ^i (x) -{■ c'^l 5, (x) ^, (x) -|- c^j cii ^,3 (x) ^„ (x) 
C 9,2 (x) = - c,j c;;^5 (x) - Cj cä 9i (x) pi (x) -I- c;^ 93 (x) p^ (x) - c^ c^ j,3 (x) ^1, (x) 
C qu (pO = - c,4 cÜFs (•») - c« ci' j, (x) F, (x) - c;^ 5, (x) J33 (x) -1- c^ c'^ 5,3 (x) ^,3 (x) 
C qi (x) = - ci* j?5 (-r) + c*,! 5, (.r) F, (x) - c^ c" q^ (x) p^ (x) - <* j^ (x) ^,3 (x) 



•) Vgl. die Notiz in C. R. Bd. 126, S. 1083 bis 1085 (1898). 
Journal für Mathematik Bd. 138. Heft 4. 37 
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C q,a (^) = ~ Cuj ci;,pi (x) - c'tl q^ (x) ^, (x) + c» c[l q^ (x) p^ (x) - Co, e,',', ?„ (x) ^„ (a;) 
C ^a, (x) = - c„ Ca ^5 (x) + 4* 9, (x) pt (x) + c, c;' ^, (x) p, (x) + c,j c;; 9„ (x) ^„ (x) 
C ?M (a:) = -c^c'^ pi (x) + c;«* q^ (x) p, (x) - c« c^ ^j (x) |3j (x) - c.« ci; ^,j (x) j?« (x) 
C 9, (x) = - c;* ^s (x) - Ci c'l q^ (x)^, (x) - c;* gj(x)^3(x) + cj' 5,, (x) j?„ (x) 

C q^ (X) = - 4' <p^ (x) + c„j 4 j, (x) j?, (x) - A., ci'i ^3 (x) J3, (x) - c„ ci' 9,, (x) ^,j (x) 
C 51h (x) = - d^ Pi (x) - Cj, c;; 5, (X) ^, (X) - C„ C',', gj (X) ^3 (x) + Cj 4' 5„ (x) ^„ (x) 

c?.B (x) = - 4* ^5 (x) - C34 c;; 7, (x) ^, (x) + c„ c;; ?, (x) p^ (x) - c« c;' 5,3 (x) $?„ (x) 

C =-c c;>5(x) + c;' ?,(x)p,(x) + 4' 9,(a:)p3(x) + c;* ?i,(x)^,j(x), 



wo 
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gesetzt ist, d. h. die ^-Fanktionen drücken sich linear und homogen durch 
die vier Funktionen q^p^^ i\P\^ <liPij 9\zPi^ »üs. In bekannter Weise fließen 
hieraus die Darstellungen der ^-Funktionen durch die vier Koeffizienten einer 
beliebigen Horizontal- oder Vertikalreihe des Systems \qaß{^)Paß{^)]' 

Alle diese Entwicklungen lassen erkennen, daß für die 9^-Funktionen 
dieselbe Art der Abhängigkeit bestehen muß, wie sie bei den Thetaquadraten 
wohlbekannt ist, nämlich daß jede durch vier linear unabhängige von ihnen 
linear ausdrUckbar sein muß. Man kann aber noch einen weiteren Schluß 
unmittelbar ziehen. Zu dem Zwecke erinnere ich an die Unterscheidung 
der Thetacharakteristiken in Rosenhain^che und Göpel^che Systeme*). Lege 
ich die mit allgemeinen Indizes hingeschriebene Anordnung der Theta- 
charakteristiken 






zugrunde — wo von den Vorzeichen der Thetas abgesehen ist, da es für 
den vorliegenden Zweck nur auf das Bildnngsgesetz der Charakteristiken 
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*) Vgl. Frohmim, dieses Journal Bd. 89, S. 193. 
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ankommt — dann kann ich mit Caspary*) sagen : Je vier Thetacharakteristiken, 
die einer Horizontal- oder Vertikalreihe der Anordnung angehören, bilden ein 
Rosenhain^GliQ^^ je vier, die einer Unterdeterminante zweiter Ordnung in jener 
Anordnung angehören, bilden ein (zöp^feches System. Und dementsprechend 
lassen sich die Relationen in Rosenham^che und Gö);e/sche Relationen ein- 
teilen, je nachdem Kosenhain^che oder Göj)ehche Thetacharakteristiken mit 
einander in Beziehung gesetzt werden. 

Hiernach kann ich weiter schließen : Die Rosenhainschen und Göpel- 
sehen Relationen unter den qp- Funktionen haben genau die gleiche explizite 
Gestalt wie die entsprechenden Relationen unter den Thetaquadraten oder 
q-Funktionen. Dies leuchtet ein, wenn man bedenkt, daß die Relationen 
zwischen den Thetaquadraten eine Folge davon sind, daß die sechzehn 
Thetaquadrate die Koeffizienten des Orthogonalsystems \aß\ bilden, wo 

«1=05(0), /?i = Ö5(2a;), 

«2=Öo,(0), /?2 = Ö,,(2a:), 

«3=04(0), /?3 = Ö, (2^), 

«4 = 0,3(0), ß, = e,,(2x), 

und wenn man hinzunimmt, daß die sechzehn ^ ^-Funktionen in gleicher 
Weise aus dem Sechzehnersystem |«^^^/5|, hervorgehen, wo 

ßp) = ~ö<^>(0), ß,=e,(2x), 

ai^) = -ÖJ?>(0), ß, = 0,,(2x), 

«f) = -öC2)(0), ß,^e,(2x), 

al^) = -(^^)(0), ß, = e,,(2x), 

so daß die Eule^^-Cayley&che Darstellung, in Verbindung mit den Formeln der 
quadratischen Transformation, auch die sechzehn 9^- Funktionen linear aus- 
gedrückt liefert durch die Thetas eines Göpekchen Vierersystems mit 
doppelten Moduln. 

Nun sind die Rosenhainschen und Göpekchen Relationen unter den 
^-Funktionen von Caspary in eine elegante explizit^ Form gebracht worden 
durch Zuhilfenahme neuer Konstanten a,„», welche die Bedingung der Ortho- 
gonalität erfüllen und welche nichts anderes sind als die Koeffizienten des 
Systems 



♦) Ann. de 1' Ec. Norm. (3) Bd. 10, S. 279, 280. 
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Ich kann daher die entsprechenden Relationen für die ^ ^-Funktionen an- 
mittelbar hinschreiben, nur dajß natürlich den konstanten Faktoren a^^ eine 
veränderte Bedeutung zukommt. Um diese Bedeutung zu erkennen, wird 
es am einfachsten sein, eine der Relationen aufzustellen. Dazu betrachte 
ich die Formelsysteme (Jy) und (J«) und führe z. B. aus (/g) die Ausdrücke 
der qii(x)^ ^2(^)1 94(^)5 ^wC^) in die zweite Gleichung von (J7) ein, dann 
ergibt sich 

- et (~ c'^Pf>{x) -C2zC2zqi (^) ^1 (^0 - ^12^12 ?3(^)F3 (^) + c^c^ qM^,^ {x)) 
-^'c'^{-(^^(^'^P^{x)-d^q,{x)p,{x)-\rc'^^ 

+(+c'4Ci2c;;-c;^coi4+c;^cf--c5c;'ci4c;;)93 (.r)^3 (o;) 

"T (+ ^24 ^23 ^23 4" ^04 ^Ü3 ^03 4" ^02 ^1 + ^*5 ^5 ^34 ^34) ?1 (^) ^1 Ov » 

da der Faktor von p^ identisch verschwindet. Die vorstehenden Faktoren 
setzen sich aus den Unterdeterminanten des Systems 
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zusammen, so daB, wenn für den Augenblick die Koeffizienten des hin- 
geschriebenen Systems mit g^ bezeichnet werden, die Faktoren der qizPn^ 
?3 P^^ q\ Pi die Werte annehmen 

wobei g^l = g^i g^k — grk gn gesetzt ist. Solcher Unterdeterminantensummen 
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sind neim möglich, and sie bilden, wie ans (L) hervorgeht, die Koeffizienten 
eines orthogonalen Nennersystems. Bezeichne ich diese mit a^nn ^n, n = (1, 2, 3), 
dann nimmt die in Rede stehende Relation die Gestalt an 

qm (^) Pit2 (.x) = a,3 ?i3 (Pd Pn 0< + Ö23 ?3 (^) ^3 (^) + CL^i ?1 (^) Pi (^0- 

Sie gehört zu der Klasse der Rosenhain^cheu Relationen. Hiemach lassen 
sich die Äo^e/iA^Vischen Relationen unter den 5^ p- Funktionen wie folgt hin- 
schreiben, wenn ich die Argumente der Kürze halber unterdrücke:*) 

?U Pn = O3/ 92* F2* — ^2/ ?3* ^3* - ^U 9« P^k = 03^ q^k P2k — 03* ^2, Pqi — a3Ä </24 J^24 

= - 03* q^l P2I + Ö2* 93/ ^3/ + Ölt ?4/ F« = - 02/ tj3t Pik + Ö2* ?3/ ^3/ + ^2* ?34 ^34 
= — du ?24 ^24 + Ö2Ä 934 ^34 + 0,* q^P^^ -- Ciu ?4t ^4* + ^1* ?« ^« + 0,* ^44 ^44 , 

^4* Pah = Öl/ 9U ü^l* + Cl2t qu P2k + 03/ ?3t ^3* = 01/ 5u ^u - Ölt ?!/ i^^l/ - dik qw ^14 

= — Öii- 5i/ J.^1/ — au qil P21 — 03* ?3/ ^3/ = 02/ ^2* P2k — 02* ^2/ ^2/ ^ ^2* ^74 ^24 

= — ÖIA 9l4 Fl4 ~ dik ^24 F24 - 03* ?34 ^34 = 03/ ^3* Pik — O3* ?3/ ^3/ — ^3* ^34 i^34 J 

?44 $^44 = Ou 9l A Plh + 02* 72* ^2* + O3* ?3Ä ^^3* = 0*, 9*, ^*i + 0*2 9*2 Fä2 + 0*3 9*3 ^Ä3 J 

(A, *,/=!, 2, 3; 2,3, 1; 3, 1,2), 

wenn noch beachtet wird, dajß die Relationen bei Vertauschung der Indizes 
in den q^ Pfj und a^y ungeändert bleiben, d. h. betrachte ich die ^'j;?- Funktionen, 
welche zu zwei Rosenhain^chen Systemen von Thetacharakteristiken gehören, 
80 läjßt sich jede des einen Systems durch diejenigen drei 7^- Funktionen 
des anderen Systems linear ausdrücken, welche mit ihr nicht in der gleichen 
Horizontalen und Vertikalen stehen. 

Sie fliegen also, wie man sieht, aus den Rosenhatn^chQu Relationen 
zwischen den Thetaquadraten durch blo£e Vertauschung der Thetaquadrate 
mit den qp. Und dasselbe gilt für die Göjjel&chen Relationen, wonach 
sich vermittelst vier jj^-Funktionen, weichein der CöWf/)arT/schen Anordnung 
irgend einen Minor zweiten Grades bilden, die übrigen zwölf 9^ -Funktionen 
linear und homogen darstellen lassen. Ich verzichte darauf, auch sie ex- 
plizite hier hinzuschreiben und begnüge mich, auf diejenige Form hinzu- 
weisen, in welche Caspar}/*) die (/ö/^efechen Relationen zwischen den Theta- 
quadraten gebracht hat. 



*) Vgl. F. Caspary, Ann. de I' Ec. Norm. (3) Bd. 10, S. 274. 
**) a. a. 0. S. 277, 278. 
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6. Neiie Relationen unter den qp- Funktionen. — Bis hierher bieten 
die linearen Relationen nnter den 9^^- Funktionen eine bemerkenswerte 
Analogie zu denjenigen, welche unter den 9 -Funktionen statthaben. Die 
Abhängigkeit unter den 5^ -Funktionen ist aber eine speziellere, wie jetzt 
gezeigt werden soll. Es treten lineare Abhängigkeiten hinzu, wie sie bei 
den Thetaquadraten nicht existieren. 

Eine dieser Relationen läBt sich unmittelbar aus dem Formelsystem 
(Jk) ablesen, wo sie an letzter Stelle steht: 

^'5 (^5 ps (^) - c'i^ qi (^) Pi C^) - ^3' ?3 {^) pz {X) - c\l 5ij {X) p,^ {x) = c. 

Um die Übrigen Relationen zu finden, könnte ich die zu (J^) analogen 
Systeme aufstellen und mit den bekannten linearen Relationen unter den 
5- Funktionen 

^ü ^u +cl q2 + cl (/4 = cl, cl q^J + Cy? q^y, + c,^ q^ = c], 

All qm + ^12 ?12 + ^*14 Qu ==^ ^S 1 ^'2 ^2 "T ^12 ^12 + ^23 5^23 = ^5 ? 

Ci^ qa + ^23 923 + ^34 934 = ^5, ('l ^4 + ^iJ 9l4 + ^34 ^34 = c] 

kombinieren. Schneller komme ich auf anderem Wege zum Ziel. 
Dazu benutze ich wieder das Multiplikationstheorem (XV.) 

diesmal unter folgenden Festsetzungen Über die Parameter: Ich ersetze die 
Parameter ß^ durch ihre zweiten Ableitungen (i^^^ nehme für die Quadrupel 
f^^ißfi^YtA je dasselbe Göpekoh^ System von Thetas mit doppelten Moduln 
und lasse in den Quadrupeln a^ und ß^^ die Argumente verschwinden. 
Alsdann werden die Koeffizienten des Systems [yß^^^l gleich ~'9\ß[x)*p^ß{x\ 
diejenigen des Systems |/^^^«| gleich den Nullwerten dieser Funktionen, also 

~-(^aß<^lß+<^'lß^ Während das Elementarsystem \yay in das System der Theta- 
quadrate, \dlß{x)\^ übergeht 

Was den konstanten Faktor ß\-\- ß\-\- i^z+ ßl angeht, wo die /?^ durch 
die Nullwerte der zweiten Ableitungen eines (/öp^/schen Thetasystems zu 
ersetzen sind, so benutze ich den bekannten Satz (vgl. S. 245), dajß 

(«? ^oil + al + al) {(f, + ßi + ßl + ßi) = {aß% + {^ß)l + («/?Ä + («/^Ä- 

Hier ist nun 

a] + al + «3 + «4 = cl 
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und 

{aß)l + («/%. + {aß% + {ali% = C 4, 

woraus folgt 

ß\^-lf. + ßi + ßi=^C. 

Ftthre ich noch statt der Thetaquadrate die 9 -Funktionen ein, so nimmt 
das in Rede stehende Multiplikationstheorem in diesem Falle die folgende 
Gestalt an, wo ich wieder die Argumente der q und p weglasse : 
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Und vertausche ich Horizontal- und Vertikalreihen, dann entsteht das zweite 
System : 
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Ans den beiden Systemen lese ich die folgenden linearen, aber nicht mehr 
homogenen Relationen ab: 

-Co CO q„ (x)^„ (x)-c, c't'q^ {x)^^ (x)-Ct cl' 94 (a:)^?» (x)-\-c[\qij{x)pa(x') = C, 

-Coi cü, 9»,(ar) j!?o, (x) - c„ c',; 9„(a;)^„(a;) - Ct^c[\ qt,(x)pt^(x)+ c'* 9, (a;)^j (x) = C, 

-Cu3c;39ii3(a;)Fü3(^) -c,3cä9M(x)g£»2,(a;)-Cj«c;i934(a;)|3j4(x)4-cf 9i (x)j?, (x) = C, 

ci«9>4(a;)j324(a;) + c;M9o» (^)«3ü»(a;) + c;* q,a(.x)p,aix)-CiC'i pi{x) = C, 
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-CoCÜ3u(^)F<)(*") -CoiC'm%{x)poi{x) -('■iaCmqia(.^')Pia(.x) +<?« qu(x)pit(x) = C, 
-Ctc'3qi{x)pt{x) -Ci:,cäqi2{x)p„{x)-Cjjc'üqn(x)pii(x) +c'^q,^(x)p^^(x) = C, 
- C4C;' 94(a;) ^4 (a;) -c„c;; 5.» (x)^<?,»(:i-) - Cm c;; 534(0;) p„(a;) + c,B 5ie (a;)j!?,B(a:) == C, 
0aqa(x)pi3(j>:) +4*^3 (a^)^j (x) -\-ei\i (^)j?i (x) ^CiC'.'pi (x) = C, 
und das sind Relationen, die zwischen den vier qp-Funkiionen einer Hori- 
zontal- und einer Vertikalreihe der Casparyschen Anordnung bestehen. 

7. Das System der j-Funktionen. — Diesen Relationen läfit sich eine 
homogene Form geben, wenn ich an Stelle der ^^Funktionen die y-Fnnktionen 
einführe, die ich bereits früher (S. 266) definiert habe : 



(4) 



Es ergibt sich alsdann: 

c„ ci; j„ (x) + Ct c'2 jt {x) + «"4 c;' ;; (x) - cfj ja (x) = 0, 

«üi<m;oi(x)+c,2c;;;,2(a;)+c,4c;;y,4(a;)-crj' ji (.'r) = 0, 

Ciac'<kM(x)->irC^C^j.a{x)-\-c^c'^ji^{x)—c^ j\ (x) = 0^ 

cm;2*('^)+cw ywO^O+cw M{jv)-CiCi;ji{x)=o, 

*^o <'!) Ju \X) + C|ji Cut^oi W "T ^'in ^'o3^u3 (•'') — (^i* Ju C*^) ^ ", 

C2 Cj _/2 (x) + Cl2Cl2^ij(x)+C2jC2j_723(''') — A» ^Ü4C''^) = »'> 

c«c;';4 (a:)+c,4c;;y,4(a;) + C34c;;y,^(x)-c;;J yo2(a:) = 0, 

c'iijü (x)+-cf y, (x) + cf y, (x) - C5 c'ijf, (x) = 0. 

Und weiter überzeugt man sich leicht, da£ die i^o^en/tamschen and 
GöpehchQU Relationen unter den 5 {p- Funktionen nicht bloß ihre Form nicht 
ändern, sondern die konstanten Faktoren a«„ beibehalten, wenn die qp durch 
die y- Funktionen ersetzt werden. Um dies einzusehen, wird es genügen, darauf 
hinzuweisen, da£ diese beiden Funktionssysteme analoge Entstehung zeigen, 
indem auch die y- Funktionen aus einem orthogonalen Sechzehnersystem 
hervorgehen, dessen Euler -Cayleyache Parameter lauten 
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Die weiteren Schlüsse mögen an eine bekannte geometrische Deutung 
der in Rede stehenden Relationen anknüpfen. Der Satz nämlich, daß jede 
;- Funktion durch vier linearunabhängige unter ihnen linear und homogen 
ausdrUckbar ist, bringt auf den Gedanken,*) die sechzehn /-Funktionen als 
Punkte im Raum zu deuten. Der Caspary^chen Anordnung der Theta- 
charakteristiken möge die Punktanordnung 
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entsprechen. Alsdann setzen sich die Relationen (/)) in lineare Punkt- 
relationen um, welche nach Möbius aussagen, daß die Pimktquadmpel jeder 
Horizontal' und jeder Vertikalreihe je in einer Ebene liegen. 

Nun verlangen aber die BosenhainBchen Relationen (S.279), welche die 
Punktquadrupel zweier Horizontalen oder Vertikalen verknüpfen, daß sich 
jeder Punkt des einen Quadrupels durch diejenigen drei des anderen dar- 
stellen lasse, welche mit ihm nicht in gleicher Reihe stehen. Demnach 
müssen alle sechzehn Punkte einer und derselben Ebene angehören^ und folglich 
muß sich jeder Punkt durch drei beliebige andere ausdrücken lassen, d. h. 
auch die Göpelschen Relationen zwischen den j- Funktionen führen zu einer 
Darstellung jeder j-- Funktion durch drei unter ihnen. 

Die Konfiguration der sechzehn Punkte, welche das geometrische 
Abbild des linearen Zusammenhanges unter den /-Funktionen darstellt, ist 
demnach nichts anderes als eine Ausartung der räumlichen Konfiguration, 
die dem System der sechzehn Thetaquadrate entspricht, d. h. nichts anderes 
als eine Ausartung der Kummerschen Konßguratiori in sechzehn Funkte einer 
Ebene. 

Indem ich mir vorbehalte, auf diese Konfiguration bei anderer Gelegen- 
heit zurückzukommen, bemerke ich zum Schluß, daß diese Resultate auch 
für die n-ten Ableitungen der j- Funktionen ihre Geltung behalten, wovon 
man sich im Hinblick auf die Bemerkung in Nr. 5, S. 272 überzeugen kann. 



♦) Vgl. B. Weber, dieses Journal Bd. 84, S. 340. 
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Über Stabilität und Labilität eines materiellen Punktes 
im widerstrebenden Mittel. 

Von Herrn Moritz Rethy in Budapest*). 



I. Herr L. Fejer hat in Bd. 131 dieses Journals bezüglich der Stabi- 
lität und Labilität eines materiellen Punktes im widerstrebenden Mittel zwei 
Sätze aufgestellt und bewiesen. Der erste Satz lautet: Besitzt die Poten- 
tialfunktion im Gleichgewichtspunkte G ein isoliertes Maximum, so findet 
Stabilität für die Zukunft statt, während in bezug auf die Vergangenheit 
Labilität vorhanden sein kann**). Der zweite Satz lautet, wenn man mit f(y) die 
Widerstandskraft des Mittels bezeichnet und v die Geschwindigkeit des Punktes 
bedeutet, wie folgt: Besitzt die Potentialfunktion im Gleichgewichtspunkte G 
ein isoliertes Minimum, welches durch die Glieder niedrigster Ordnung der 

2ai//orschen Reihe zum Vorschein kommt, und bleibt -—- für kleine Werte 

von V unterhalb einer endlichen Grenze, so ist die Gleichgewichtslage eine 
labile***). 

Eine Fortsetzung dieser Untersuchungen scheint mir in zwei Rich- 
tungen hin wünschenswert Einmal nämlich läßt Herr Fejer im zweiten 

Satz die Frage offen, ob in dem Fall, wo --- für kleine Werte von v 

sich einer unendlich großen Grenze nähert, die Gleichgewichtslage eine 
stabile oder labile ist? Zweitens macht Herr Fejei\ wie üblich, die Hypo- 
these, daß die Widerstandskraft mit der Geschwindigkeit den Winkel n ein- 



*) Vorgetragen in der am 20. April 1907 gehaltenen Jahresversammlung der 
math. und phys. Gesellschaft in Budapest. Erschienen in Math. u. Phys. Lapok 1907. 
**) S. 218. 
♦**) S. 219. 
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schließt; es fragt sich, welche Folgen es hat, wenn man diese Beschränkung 

TT 

fallen läßt und nur verlangt, daß der Winkel >>;^ und höchstens = 7i sei. 

Es ist klar, daß der erste Fejer^che Satz auch so gültig bleibt. 
Zerlegt man nämlich die Widerstandskraft in zwei Komponenten in Richtung 
der Tangente und Normale der Bahn, so ist die Arbeit der letzteren Kompo- 
nente immer gleich Null, die Arbeit der Tangentialkomponente hingegen negativ. 
Da der genannte Satz aus der Gleichung der lebendigen Kraft einzig und allein 
mit Rücksichtnahme darauf folgt, daß die Arbeit der Widerstandskraft negativ 
ist, so bleibt er bei der beschriebenen Verallgemeinerung unberührt. Es 
fragt sich daher nur, welche Modifikationen der zweite Satz etwa erfährt. 

Ich befasse mich in dieser Note bloß mit der ersteren Frage, und 
gedenke die zweite in einer bald folgenden zu behandeln. 

IL Die Widerstandskraft /*(y) sei der Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes entgegengesetzt gerichtet und eine nie negative analytische Funktion 
der Geschwindigkeit r. Man bezeichne mit r, *9, w die Polarkoordinaten des 
freien materiellen Punktes von der Masse 1. Das Potential der freien Kraft 
habe im Anfangspunkt r = ein isoliertes Minimum vom Werte 0, und es sei 

(1.) t^=f4«+f/2n + I + -, 

WO die Glieder zur Rechten in den Kartesi^chen Koordinaten ic, y, z des 
materiellen Punktes von den Ordnungen 2/i, 2n+l, ... sind, daher U^^ definit 
positiv ist. 

Für /•" besteht die Gleichung 

(2.) /' = (|^ + ,.^'>,. sin^^c'O -/•(<, 

und es ist 

.„. du dU , du , du c TT , fn , ^\1J 

Bezüglich f{y) setze ich voraus, daß einer der folgenden Fälle 
stattfinde. 

Erster Fall: Es habe --- für Werte von v, die zwischen und 
einem endlichen v^ gelegen sind, eine obere Grenze M*). 

*) z.B. f{v) = v oder f(v) = v\ 
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Zweiter Fall: Es habe — für Werte von r, die von an bis zu 

einem endlichen v^ monoton anwachsen, monoton abnehmende Werte*). 

Man kann infolge (1.) und (2.) nm r=0 eine Kugel mit dem Ra- 

*5 TT 

dius R beschreiben, sodaß U und -^- innerhalb der Kugel nur im Mittel- 
punkt verschwinden und überall sonst I>0 sind. Man kann ferner, wenn 
der materielle Punkt vom Punkt P^ im Innern der Kugel mit der Geschwin- 
digkeit Vü ausgeht, die <Cv^ bzw. v^ ist, zugleich erreichen, daB im ersten 

Fall ^^ im Innern gewiß endlich ist, also kleiner als eine angebbare 

Größe 3/, und daß im zweiten Fall der Wert v^ im Innern nicht erreicht 
werden kann. Man hat eben nur R genügend klein zu wählen. Dies 
folgt aus der Gleichung der lebendigen Kraft und aus dem Umstände, daß 
der materielle Punkt in einem widerstrebenden Mittel bei gegebener Potential- 
differenz eine kleinere Geschwindigkeitszunahme erlangt, als in einem nicht 
widerstrebenden. 

Ich wähle also R auf diese Weise und beschränke die folgende 
Untersuchung auf das Innere der Kugel R. 

Der Anfangswert der Radialgeschwindigkeit sei r^, und ich wähle Vy 
und ri so, daß die Ungleichung stattfindet 

(4.) o<«r,.);«<(|^),. 

Dann folgt aus (2.), daß /' im Anfang und eine Zeit lang positiv 
bleibt, d. i. / diese Zeit hindurch wächst, mithin, da der Anfangswert positiv 
angenommen wurde, auch / positiv bleibt. Es ist möglich, daß im Innern 
der Kugel R der Wert r" später negativ, dann wieder positiv wird, und so 
fort Dann seien die minimalen, gewiß nicht negativen**), Werte von / in 
den Endpunkten der wachsenden Zeiten 

der Reihe nach 

r,,r, 



•) z. B. f(v) = vi oder /(«)= j^^,, falls 0<»<.- 

**) Siehe folgende Seite, Zeile 8 bis 4 v. u. 
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dr' 
Da zu diesen Zeitpunkten ^ == ist, so folgt ans (2.) die Ungleichung 

(5.) /i^r,>(-^-;J, 0=1,2.....) 

die sich auch so schreiben läßt: 

(5'.) Ä|/-w>(^). 

Ans (5.) folgt, dajß im ersten Fall 
(6.) r.^l,(^^ 

ist, während im zweiten Fall ein Blick auf die Ungleichung (5'.) zeigt, daß 
dann (infolge t?.>r) 

(6'.) A-:)>0.. 

stattfindet. 

Im ersten Falle ist selbstverständlich 

(6"0 lim/(t;) = 0; 

ich nehme dasselbe auch für den zweiten Fall an. 

Dann folgt aus (6,) und (6',), daß r[ gewiß nicht nur > ist, sondern 
gar nicht zur Grenze hat. 

Da nämlich n>0 und auch r[!:>0 ist, so wächst r' von ri an gewiß, 
solange /' nicht gleich Null wird. Da bis zu dieser Zeit r wächst, so bleibt 

du 

g- > 0. Wird später r" Null und nachher negativ, so bleibt /, wie schon 

auf der vorigen Seite bemerkt wurde, doch positiv; dies folgt aus (2.), da 
andernfalls r" gar nicht negativ werden könnte. 

Da demnach r fortwährend wächst, so ist an der Stelle des ersten 
Minimums von r' der Radiusvektor ^i^^^o, daher 

rdU 
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es folgt also sowohl aus (6.), als auch aus (6'.) und (6''.), daU 7*|>^0 ist 
und auch nicht zur Grenze hat. 

Da aber nachher r" wieder > wird usw., so kann ich die Schlüsse 
fortsetzen, und finde, da£ 

sein muß, und daß die untere Grenze von / gewiß eine positive Größe ist. 
Und ich kann die Schlüsse auch nach Verlauf der Zeit t=ty fortsetzen und 
so aussprechen, daß / immer positiv bleibt, demnach der materielle Punkt 
die Kugeliläche R gewiß mit endlicher Radialgeschwindigkeit in endlicher 
Zeit erreicht. Daher ist die Lage G eine labile Gleichgewichtslage, und 
es kann die folgende Verallgemeinerung des zweiten Fe/Vrschen Satzes aus- 
gesprochen werden: 

Hat das Potential U der freien Kraft im Punkte G ein isoliertes Mi- 
nimum^ das durch die Glieder niedrigster Ordnung der Taylorschen Reihe von 
U zum Vorschein kommt, und ist die Widerstandskraft f(v) des Mittels der 
Geschwindigkeit i^ des bewegten Punktes entgegengesetzt gerichtet, und bleibt 

'^y^ für kleine Werte von v entweder unterhalb einer endlichen Größe, oder 

wächst es monoton ins Unendliche^ wenn v von einern kleinen Wert an fort- 
lüährend abnimmt, ivährend f(0) = 0, sonst f{v) positiv ist, so ist in G der frei 
bewegliche materielle Punkt in labilem Gleichgewicht. 

Setzen wir speziell von der nie negativen Widerstandsfunktion f(v) 
von vornherein voraus, daß sie sich monoton verändert, wenn v von an 
bis zu einer endlichen, wenn auch kleinen, Größe heranwächst, und hat U 
in G die eben beschriebene Minimumseigenschaft, so ist zum labilen Gleich- 
gewicht in G das Verschwinden von /(y), wie man leicht findet, eine nicht 
nur hinreichende, sondern auch notwendige Bedingung. 
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Darstellung der Funktionen eines algebraischen 

Körpers zweier unabhängigen Veränderlichen x^ y 

in der Umgebung einer Stelle x=a^ y=h. 

Von Herrn Heinrich W, E. Jung in Marburg (Bz. Kassel). 



Einleitung. 

JUis sei durch f{z^ x^y) = Q ein algebraischer Körper K zweier un- 
abhängigen Veränderlichen definiert Dann kann man die Funktionen des 
Körpers entweder in der Umgebung irgend einer irreduktiblen Kurve 
A (x, y) = betrachten oder in der Umgebung einer Stelle x = a, y==b. Die 
erste Aufgabe ist von Herrn Hensel behandelt in einem Aufsatze : Über eine 
neue Theorie der algebraischen Funktionen zweier Variablen (Act. math. 23, 
1900). Er beweist dort folgendes: Ist y„ eine Wurzel von A(a:,t/) = 0, so 
kann man jede Funktion R aus K nach Potenzen von y-y,) entwickeln mit 
Koeffizienten, die algebraische Funktionen von x sind, und zwar erhält man 
eine endliche Anzahl solcher Entwicklungen. Dabei schreitet die Ent- 
wicklung im allgemeinen nach ganzen Potenzen von y—y^ fort und nur 
für eine endliche Anzahl von Kurven, die sogenannten Verzweigungskurven, 
nach gebrochenen Potenzen von y— y«. 

Ist x = a ein Wert von x und wird für ihn t/o = ^ ^nd betrachten wir 
eine der Entwicklungen der Funktion R in der Umgebung der Stelle a, 6, 
so konvergiert die Entwicklung im allgemeinen in einem Gebiete Ix—al^r^ 
\y—b\<is. Geht aber durch die Stelle a,b die Projektion einer oder 
mehrerer Verzweigungskurven oder Unendlichkeitskurven der betrachteten 
Funktion, so können die Koeffizienten der Entwicklung x — a im Nenner 
enthalten. Dann aber läßt sich für jede der Entwicklungen eine positive 
Zahl € so bestimmen, da£ man die Entwicklung als Reihe nach ganzen 
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oder gebrochenen Potenzen von ->-^^V darstellen kann mit Koeffizienten, die 

gewöhnliche Potenzreihen von x^a oder einer gebrochenen Potenz von x — a 
sind. Die Reihe konvergiert dann in einem Gebiete 

Der Konvergenzradius der Reihe wird dann, wenn wir sie als Reihe nach 
Potenzen von y—y auffassen, gleichzeitig mit ix—a] unendlich klein. Wir 
bekommen also durch die Entwicklungen nicht die ganze Umgebung der 
Stelle a, h. Es ist daher für die Stellen, wo sich zwei oder mehrere Ver- 
zweigungskurven schneiden, die Hensehche Darstellung zu ergänzen. 

Die Aufgabe, die hier behandelt werden soll, ist also, die Funktionen 
von iTin der Umgebung einer Stelle x = aj y = b darzustellen. Wir können 
und wollen die Stelle « = 0, 6 = nehmen. Diese Aufgabe ist schon öfters 
behandelt, zuletzt eingehend von Herrn Black in der Arbeit: The parametric 
representation of the neighborhood of a Singular poiut of an anal} tic surface. 
Proceedings of the American Academy of Arts and Sciences. Vol. 37, Nr. 11, 
Boston. Aber die Darstellung von Herrn Black ist nicht einfach und läßt vor 
allem nicht hervortreten, wie die notwendigen Transformationen von der 
Art der singulären Stellen abhängen. Nun kann man mit Benutzung der 
Ileiisel^chen Resultate die Aufgabe einfacher und klarer lösen und dabei 
eine deutlichere Einsicht in die Art der singulären Stellen gewinnen. Die 
Vereinfachung des Beweises besteht vor allem darin, daß es mir gelingt, mit 
Transformationen zwischen den unabhängigen Veränderlichen auszukommen. 

Das Resultat ist folgendes: Man kann Funktionenpaare u, r des 
Korpers K bestimmen derart^ daß x und y gewöhnliche Potenzreihen van w, v 
werden, die für u = v = verschicinden, während alle andei^en Funktionen 
von K entweder gewöhnliche Potenzreihen von u, v werden^ oder Quotienten 
solcher. Eine endliche Anzahl solcher Funktionenpaare und Entwicklungen 
genügt, die Funktionen von K für die ganze Umgebung von x = 0, 3/ = dar- 
zustellen. 

Neu an dem Resultat ist, soviel ich weiß, daß man die Hilfs- 
großen u,v als Funktionen des Körpers K wählen kann.*) 



*) Man kann übrigens die Darstellung von Herrn Black leicht so umformen, daß 
auch aus ihr folgt, daß u, v als Funktionen des Körpers gewählt werden können. Ich 
gedenke an anderer Stelle darauf zurückzukommen. 
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Betrachten wir eine dieser Darstellungen. Alle Funktionen aus K 
sind also entweder gewöhnliche Potenzreihen zweier passend gewählten 
Größen u, v des Körpers oder Quotienten solcher. Setzen wir nun ii=v=0^ 
so nehmen die Funktionen von K zum Teil bestimmte Werte an, zum Teil 

werden sie ganz unbestimmt (j:\ Wir nennen die Gesamtheit der so sich 

ergebenden Werte, (wenn wir ^ der Kürze halber auch mit Wert bezeichnen 

dürfen), eine Stelle des Körpers K, und ferner die Werte, die wir für kleine 
Werte von u, v bekommen, die Umgebung dieser Stelle oder auch ein 
Element des Körpers oder algebraischen Gebildes. Eine Stelle ist natürlich 
nicht immer bestimmt durch Angabe der Werte, die zwei oder auch mehr 
Funktionen an ihr annehmen, wohl aber durch Angabe der Entwicklungen 
von drei passend gewählten Größen nach den Hilfsgrößen u^v. 

I. Die Funktionen von K in der Umgebung von .r = 0, y=0. 

§ 1. 
Wir können annehmen, daß z eine ganze Funktion für die Umgebung 
von ;r = 0, y = ist. Es sei Q die Diskriminante von /(-jA, ?/) in bezug 
auf z und es sei 

wo E eine Einheit für .r=0, ?/ = ist und wo die t^ Potenzreihen von x sind, 
die für j; = verschwinden. Die Projektionen der Verzweigungskurven, die 
durch die Stelle ^==0, 2/ = hindurchgehen, sind dann unter den Kurven 
3/=/, enthalten, wozu noch .r = kommen kann. 

Wir beschränken x auf das Gebiet :x\ <Z r und y auf das Gebiet 
\y\<CSj wobei wir uns vorbehalten, r und s noch passend zu wählen. Geben 
wir X einen konstanten Wert, so wird z eine algebraische Funktion von y 
allein, und diese Funktion hat, wenn wir r und s hinreichend klein wählen, 
im Gebiete y <is als Verzweigungspunkte nur Stellen, die unter den Stellen 
y == ti enthalten sind, und bei genügend kleiner Wahl von r können wir 
auch erreichen, daß diese Stellen für alle Werte von x, für die x <; r, alle 
im Gebiete \y]<is bleiben. Für einen bestimmten Wert von x innerhalb 
\x\<ir können wir z als algebraische Funktion von y auf einer Riemann" 
sehen Fläche ausbreiten. Von dieser Fläche betrachten wir nur das Stück, 
für dessen Stellen y\<Zs. Dies bezeichnen wir, da seine Gestalt von x 
abhängt, mit Ii(x). Die Fläche B kann in mehrere nicht zusammenhängende 

Journal für Mathematik Bd. 133. Heft 4. 39 



292 Jyng, algebi^aüche Funktioiien von x^y in der Umgebung von x = a, y=b. 

Stücke Ä, 7?^*^... zerfallen. Die Gesamtheit dieser einzelnen Stücke ist 
durch X eindeutig bestimmt. Beschreibt x im Gebiete \x\ <C r eine ge- 
schlossene Kurve y, so geht daher die Gesamtheit der Flächen /?, /?^*\... 
wieder in sich selbst über. Geht dabei z. B. R in eine andere Fläche über, 
so muH innerhalb / ein Punkt a liegen derart, daß, wenn x auch nur den 
Punkt a in einem kleinen Kreise umläuft, dann schon R in eine an- 
dere Fläche übergeht. Dann aber muß ,t — « = eine singulare Kurve 
für z sein, also, da es andere Singularitäten nicht gibt, eine Verzweigungs- 
kurve. Wir nehmen nun r so klein an, daß innerhalb \x\<ir außer etwa 
x = keine solche Verzweigungskurve liegt. Dann kann höchstens R 
in eine andere Fläche übergehen, wenn die Kurve y, die x durchläuft, den 
Nullpunkt umschließt. Ist nun .r = eine Verzweigungskurve und umläuft 
.r den Nullpunkt einmal, so wird unter den R^R^^^... eine Permutation ein- 
treten. Diese läßt sich in Zyklen ordnen; einer von diesen sei i?, i?^*V••^^'^"*^ 
so daß also nach c-maligem Umlauf von x um den Nullpunkt die Fläche R 
wieder in sich selbst übergeht. Dabei braucht aber nicht etwa z wieder 
denselben Wert anzunehmen, da eine Stelle von R sehr wohl in ein anderes 
Blatt hineingeraten kann, auch wenn y bei der Bewegung von x konstant 
bleibt, da die Verzweigungsschnitte sich unter y fortbewegen können. 

. § 2. 
Die Fläche R sei 6-blättrig. Dann gehören zu einem Werte x und 
einem Werte y h Werte z von dem auf der Fläche R ausgebreiteten Zweige z. 
Diese Werte seien z^^z^^ ... z^^. Bilden wir 

g-=-{z^z,){z-z,)...{z-z,), 

so ist g eine ganze rationale Funktion von z und ihre Koeffizienten sind 
für die Umgebung von y = eindeutige Funktionen von y. Dagegen können 
die Koeffizienten nicht eindeutige Funktionen von x sein für die Umgebung 
von ä:=0, wenn c>l ist. Denn wenn x den Nullpunkt einmal umkreist, 
müssen die ^1,^2, ...z^, in andere Funktionen übergehen, da die Fläche R 
in die von ihr verschiedene Fläche R^^^ übergeht; erst nach c-maligem Um- 
lauf von X um den Nullpunkt geht g wieder in sich selbst über. Es werden 
daher die Koeffizienten von g gewöhnliche Potenzreihen von af. Sind 
^l"^ ^2'\ • • • 4*^ die Werte, die aus ^^j, 2^2, ... c^^ hervorgehen*), wenn x den 



*) In welchen der Werte z\*'^yZ2^y ... Zb^ dabei z.B. z^ übergeht, hängt von dem 
Werte ab, den y hat. 
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NttUpankt ;^-mal amkreist, so ist 

^(.) =(. _ .(«r)) (^ __.(.)) . . . (^ _4.)) 

die Funktion, die aus g hervorgeht, wenn x denselben Weg durchläuft. 
Das Produkt 

wird eine ganze rationale Funktion von z vom Grade bc und ihre Koeffi- 
zienten sind gewöhnliche Potenzreihen von Xj y. Wir nennen nun eine ganze 
rationale Funktion von j, deren Koeffizienten gewöhnliche Potenzreihen von 
x^y sind, zerlegbar für den Bereich von a-=0, t/=0, wenn sie sich in ganze 
rationale Funktionen von z zerlegen läßt, deren Koeffizienten wieder ge- 
wöhnliche Potenzreihen von x, y sind. Dann ist die Funktion F unzerlegbar. 
Denn angenommen, F zerfiele in zwei Faktoren G und // der eben an- 
gegebenen Art, und es sei z, eine Wurzel von G, dann würde z^ bei be- 
liebigen Umläufen von x und y in \x\<Zrj y <is immer wieder in eine 
Wurzel von G übergehen, da sich ja dabei G nicht ändert. Andererseits 
aber kann dadurch z^ in jede der bc Wurzeln von F übergeführt werden. 
Es muß daher G bis auf einen konstanten Faktor mit F identisch sein. Die 
bc Wurzeln von i'^O hängen in der Umgebung von x=0,7/=0 mit ein- 
ander zusammen. 

Sind durch die Flächen R, R^'\ ... R^'-'^ noch nicht alle Flächen R 
erschöpft, so gilt für die anderen Analoges. Und wir bekommen das Re- 
sultat: Für den Bereich von a:=0, y=0 zerfällt die Funktion /*(^), durch 
deren Nullsetzen der Körper K definiert wird, in irreduktible Faktoren, 

f(z) = FF,...F,^,. 

§ 3. 
Es genügt, einen der Zweige von ^, die durch die Gleichungen i^=0, 
F^ = 0^... Fx^i = definiert werden, zu betrachten, etwa den durch die 
Gleichung F=0 definierten. Wir verstehen also im folgenden unter z 
immer den Zweig von z^ der der Gleichung F=0 genügt und auf den 
Flächen R(x), R^'\:i^,...R^'-'\d^ ausgebreitet ist. 

Die Verzweigungspunkte der 6 -blättrigen Fläche R(x) seien 
ti(x)^t2(x)^*>-tt(x). Es gilt dann folgender Satz: Liegt an der Stelle tt ein 

39* 



294 J^ng^ algebraiicfie Funktionen von j*. y in der Umgehung von jr=^a, y = b. 

Verzweigungspunkt der Ordnung c; — 1, so ist a ein Teiler von b ond es 
liegen - Verzweigungspunkte der Ordnung r — l an der Stelle t^ über ein- 
ander. Die Fläche /?(.r) ist also mit anderen Worten eine Fläche, wie sie 
zu einer 6V/A/^>schen Gleichung gehört Zum Beweise nehmen wir an. dafi an der 
Stelle /. Verzweiguugspunkte der Ordnungen rr— 1, V— 1, ... über einander 
liegen. Dann zerfällt die im Anfang von § 2 definierte Funktion g, auf- 
gefaßt als Funktion von z und i/. für den Bereich von v=/. in Fak- 
toren vom Grade f/. .:?,... in - mit Koeffizienten, die ganze Potenzreihen 
von f/ — fi sind, und diese Faktoren sind insofern irreduktibel, als sie sich 
nicht in Faktoren derselben Art zerlegen lassen. Aber die einzelnen Fak- 
toren lassen sich innerhalb des Gebietes .r <'% // <C^S in dem auch /. liegt, 
in einander überführen, da in diesem Gebiete die Wurzeln von g alle mit 
einander zusammenhängen. Das aber ist nur möglich, wenn die einzelnen 
irreduktiblen Faktoren denselben Grad haben. Also ist, wie behauptet wurde, 
f?=,^=---. Ebenso folgt, dafi auch .r=0 für den von uns betrachteten 
Zweig z nur Verzweigungskurve einer Ordnung sein kann, etwa der Ordnung 
^ — 1. Da dann bei einem '/-maligen Umlauf um den Nullpunkt lt(jr) in 
sich selbst übergeht, so ist a ein Vielfaches der oben definierten Zahl r. 

Es sei P(d\ i/) diejenige ganze rationale Funktion niedrigsten Grades, 
die die Faktoren y — ti(^i). //— /..(.r), ...y — /.(.r) enthält. Ist dann y—t ein 
Faktor von P von der Art, dafi / für .r=0 verschwindet, so muß / eine der 
Funktionen t^ sein. Ist nämlich .4 die ganze irreduktibJe Funktion, die 
y — t als Faktor enthält, so ist J ein Faktor von l\ und wenn y-t keine 
Verzweigungskurve wäre, so könnte .4 fortgelassen werden und es wäre P 
nicht von möglichst niedrigem Grade. Sind die Glieder niedrigster 
Dimension von P bei der Entwicklung nach Potenzen von .r, y durch x teilbar, 
und ist ferner .r=0 eine Verzweigungskurve, so setzen wir 7>=xP, in allen 
anderen Fällen />=P und nennen die so definierte Funktion D die zu R(x) 
gehörende Verzwtigungsfunktion. Sind die Glieder niedrigster Dimension 
von D bei der Entwicklung nach Potenzen von .r, y von der Dimension //, 
80 nennen wir u den Hang der Verziceigung von R. 

Wir werden in Abschnitt III. zeigen, daß wir die Fälle, wo a>l 
auf die Fälle « = oder i/ = l zurückführen können. Diese Fälle aber be- 
handeln wir in Abschnitt II. 
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IL Die einfachsten Falle. 

§ 1. 

1.) Es sei ^ = 0. Es ist dann D=P und es muß F=»\ sein. Die 
Fläche R hat keinen Verzweigungspunkt. Die weitere Behandlung erfolgt 
unter 2.). 

2.) Es sei /i = l. Es ist dann sicher /) = P und P enthält bei der 
Entwicklung nach Potenzen von .r, y Glieder erster Dimension, also das 
Glied mit y oder .r (oder beide). Kommt das Glied mit y vor, so setzen 
wir P=y und nehmen als neue Veränderliche .r, y. Da y aus der Gleichung 
P=y sich als gewöhnliche Potenzreihe von x^y ergibt, so wird durch diese 
Transformation nichts Wesentliches geändert, und wir können daher von vorn- 
herein annehmen, es sei i^=;y. Es hat dann die Fläche R nur den Ver- 
zweigungspunkt y—0. Dieser muß von der Ordnung 6-1 sein, weil sonst 
die Blätter von R nicht zusammenhängen würden. Unser Zweig z hat dann 
die Verzweigungskurve y=0 und vielleicht noch die Verzweigungskurve a;=0, 
sonst aber keine in der Umgebung von .r=0, 2/=0. 

Kommt das Glied mit y in P nicht vor, so kommt sicher das Glied 
mit X vor, es ist also das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension durch x 
teilbar, und daher ist a:=0 keine Verzweigungskurve; denn sonst wäre D=xP 
und also fi gegen unsere Annahme gleich zwei. Wir führen statt x durch 
die Gleichung P=x die neue Veränderliche x ein. Dadurch wird wieder 
nichts Wesentliches geändert. Vor allem bleiben die Zusammenhangsver- 
hältnisse der einzelnen z-Zweige ungeändert, während sich die Fläche R 
allerdings ändern wird. Unser Zweig z hat dann nur die Verzweigungs- 
kurve ^=0 in der Umgebung von a:=0, t/=0. Wir schreiben für x 
wieder x. 

Alle in diesem Abschnitt zu behandelnden Fälle können wir hiernach 
dahin zusammenfassen, daß der von uns betrachtete Zweig z in der Umgebung 
von a:=0, y = als Verzweigungskurven nur haben soll ^=0 und .v=0. Die 
erste sei von der Ordnung a-1, die zweite von der Ordnung 6—1, wobei 
nicht ausgeschlossen sein soll, daß a und b den Wert 1 haben. 

Es wird unser Zweig z eine eindeutige endliche, stetige Funktion 

von o:"? 2/% also in eine gewöhnliche Potenzreihe dieser Größen entwickel- 
bar, die uns alle Werte unseres Zweiges z für die Umgebung von a;=0, 
y = liefert. Diese Potenzreihe schreiben wir so: 
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WO die a^ß gewöhnliche Potenzreihen von x^y sein sollen, und wo ferner 

(2.) 0:^«<a-l, 0</3<6-l. 

In (1.) können einige der Größen a^^ Null sein. Diese denken wir uns 
fortgelassen und verstehen also unter a^ß nur solche Zahlenpaare, denen 
in (1.) wirklich vorkommende Glieder entsprechen. Die übrigbleibenden 
Zahlen a^ß haben die Eigenschaft, daß der größte gemeinschaftliche Teiler 
der Zahlen a teilerfremd zu a ist und der der Zahlen ß zu 6. Denn sonst 
wären die Kurven a:=0, i/ = nicht Verzweigungskurven der Ordnungen 
a — 1, 6— 1, sondern niedrigerer Ordnung. 

Für ein gegebenes Wertepaar a\ y kann z offenbar höchstens ab Werte 
annehmen, aber natürlich in besonderen Fällen auch weniger. Nimmt z 
genau a b verschiedene Werte für gegebenes o;, y an, so setzen wir einfach 

(3.) x=u% y = r\ 

Dann wird z eine gewöhnliche Potenzreihe von u, r. 

Die hier benutzten Hilfsgrößen if^ v gehören im allgemeinen nicht 
dem Körper K an. Aber man kann statt ihrer immer Funktionen des 
Körpers einfuhren. Es läßt sich nämlich zeigen, daß es unter denjenigen 
Funktionen des Körpers, die sich als gewöhnliche Potenzreihen von «, v 
darstellen lassen, immer solche gibt, deren Glieder niedrigster Dimension 
sich auf u oder v reduzieren. Eine Funktion der ersten Art sei Wi, eine 
der zweiten i\. Da dann ?«, v gewöhnliche Potenzreihen von ?/i, i\ werden, so 
können wir statt u^ t^ die Größen ?^„ i\ einführen. Daß sich die Größen ?ii, v^ 
in der angegebenen Weise bestimmen lassen, möchte ich bei einer anderen 
Gelegenheit beweisen, 

§ 2. 
Ist die Anzahl der verschiedenen Werte von z aus der Reihe (1.) des 
vorigen Paragraphen für gegebenes .r, y kleiner als a 6, so kann es unter 
Umständen brauchbar und praktisch sein, und zwar wegen der großen Ein- 
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fachheit. auch zu setzen 

aber es können dann zu verschiedenen Wertepaaren 21, v dieselben Stellen 
des Gebildes gehören, und es ist infolgedessen sicher nicht möglich, ii und v 
in der Art wie eben durch Funktionen des Körpers zu ersetzen. Wir müssen 
daher anders verfahren. Dabei benutzen wir zunächst Größen, die nicht 
dem Körper K anzugehören brauchen. Damit wir diese aber einfach durch 
Größen des Körpers ersetzen können, wählen wir sie immer so, daß zu 
verschiedenen Werten der benutzten Hilfsgrößen verschiedene Stellen des 
Körpers gehören. 

Es sei m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und d der größte 
gemeinschaftliche Teiler von a, h. Es sei ferner a=a'd^ b = b'd, so daß 
also (r\ i' teilerfremd sind. Dann setzen wir zunächst 

(4.) .T = <, 7/ = 1/^', 

SO daß wir bekommen 

(5.) z = ^^ja^/^^xiy^. 



Das dürfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren ^1,3/1 gehören auch 
verschiedene Stelleu x, y, z. Es gehöre nämlich etwa zu den Wertepaaren 
.Tp y^ und ^1, l/i dieselbe Stelle. Dann folgt aus (4.) 

wo coi eine a'-te und coj eine 6'-te Einheitswurzel ist Sollen nun aber die 

beiden Stellen übereinstimmen, so müssen sie auch in allen zugehörigen 

Werten von z übereinstimmen. Daraus folgt, daß für alle in (5.) vor- 
kommenden Zahlenpaare a, ß 

a ß 
d -d 
COj 0)2 = 1 

sein muß. Erheben wir dies zur Potenz 6'rf, so folgt a)f*'=l. Da aber 
der größte gemeinsame Teiler der a und ebenso V zu o! teileriremd sind, 
so geht das nur, wenn w^^\ ist Ebenso folgt, daß a>2 = l ist, so daß also 
•'^1=^1, 2/1 ="^1 wird. 
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Wir können jetzt die Reihe für z etwas einfacher schreiben, nämlich 

(6.) z=^^a.ßKßt^.y'h 

wo die h gewöhnliche Potenzreihen von .Tj, y^ sind und wo die Exponenten 
a, jS jetzt den Bedingungen 

(7.) 0<«<rf~l, 0</?<(/~l 

genOgen. Da die früheren Zahlen a die Eigenschaft hatten, dafi ihr gröfiter 
gemeinsamer Teiler zu a teilerfremd war, so haben die in (7.) vorkommenden 
Zahlen a die Eigenschaft, da£ ihr größter gemeinsamer Teiler zu d teiler- 
fremd ist. Ebendie Eigenschaft haben die ß. 

Es sei e eine primitive f/-te Einheitswurzel. Dann sind alle Werte, 
die z fUr gegebenes a\ , y^ annehmen kann, in der Form enthalten 

(8.) ^,^=:S',,^6,^,^^«+'''^;'^.^^. u.,-=o,i,....-i) 

Von diesen cP Werten sind dann und nur dann zwei z^,^, und Zj^n^,, einander 
gleich, wenn für alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare «, ß 

Es sind also unter den d^ Größen (8.) so viele immer unter einander 
gleich, als es Zahlenpaare l, u gibt, deren beide Zahlen nicht negativ und 
kleiner als d sind, und für die 

(9.) Xa+iiiß=0 (rf). 

Es seien A, .a; ii,,^i; ... diese Paare. Der größte gemeinsame Teiler, den die 
Größen /., ii,... mit d gemeinsam haben, sei cT und es sei d=d'd. Dann 
ist der größte gemeinsame Teiler, den die Größen .a,.e/i, ... mit d gemeinsam 
haben, auch J'. Denn aus (9.) folgt, daß (5' in fiß aufgeht, also in a, 
da der größte gemeinsame Teiler der ß zu d teilerfremd ist. Daher ist die 
Kongruenz (9.) nur so zu lösen, daß / und u durch ()' teilbar sind. Wir 
setzen 

(10.) .l^ = |^ y, = 7f'. 

Das dürfen wir; denn zu verschiedenen Wertepaaren S, rj gehören verachie- 
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dene Stellen des Gebildes. Gehört nämlich zu den Wertepaaren |, tj nnd 
S, n dieselbe Stelle x^^y^^z^ so folgt zunächst aus (10.), daß J^^wi^^ lj=riw^ 
sein maß, wo co eine (f-te Einheitswarzel ist Ferner mttssen aber auch die 
verschiedenen Werte von z, die zu S^rj nnd SjV gehören, einander gleich 
sein. Daraus folgt, daß fttr alle in (6.) vorkommenden Zahlenpaare a^/i 
die Kongruenz 

ka+fjiß=0 (d) 

bestehen muß. Das aber ist, wie wir gesehen haben, nur so möglich, daß 
X und fi beide durch cT' teilbar sind, so daß f.= | und ^=17 wird. 

§ 3. 
Wir können jetzt die Reihe für z wieder etwas einfacher schreiben, 
nämlich in der Form 

(110 ^^^a^C^ß^^V^, 

WO die c gewöhnliche Potenzreihen von §, tj sind und wo die Zahlen «, ß 
jetzt den Bedingungen 

genügen. Dabei haben sowohl die in (11.) vorkommenden Zahlen a als 
auch die ß die Eigenschaft, daß ihr größter gemeinsamer Teiler teilerfremd 
zu d ist. Ferner gibt es nach dem vorigen zwei unter sich und zu & teiler- 
fremde ganze Zahlen (, m, so daß fOr alle in (11.) vorkommenden Zahlen- 
paare a, ß die Kongruenz 

(12.) la + mß = ((J) 

gilt. Die (f^ Werte, die z für gegebenes ^, tj annehmen kann, ergeben sich 
hieraus zu je ^ einander gleich, sodaß nur cT von einander verschieden sind, 

und es folgt also, daß z fUr gegebenes x^y statt ab nur ~ verschiedene 

Werte hat. 

Wollen wir §, ti, z als ganze Potenzreihen zweier Größen u, v dar- 
stellen, so ist es am einfachsten, wir setzen 

(13.) §=u^v^\ ri = ti"v^', 

Journal für Mathematik Bd. 133. lieft 4. 40 
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WO X,l^^/i,/A^ ^anze positive Zahlen sind, die ao zu besthnmett-sitid, 
c eine gewöhnliche Ppteuzreihe von u^vwixA und iisJi zu verfi^hi^^ 
Wertepaaren lUfV^ verschiedene ^teilen des Gebildes gehörenv Daz& if)t 
Dächst DOtwendigr da£ die Kongruenzen bestehen ; ; 

(14.) la + fiii = 0\(y), i,« + ui/if = 0^), 

und zwar für alle in (11.) vorkommenden Zahlenpaare a,iS. Diese 
dingungen können wir in eine zusammenfassen. Da der grollte gemeins 
Teiler der a zu (^ teilerfremd ist, lassen sich ganze Zahlen ga^ so 
stimmen, daß 

zu (f teilerfremd ist. Setzen wir ferner 

so folgt aus (12.) 

(15.) ta + mb = (rf) 

und daraus, daß auch b zu (^ teilerfremd ist. Wir können dann die 
dingung (14.) durch die Bedingung 

(16.) ia + /^b = (fT) 

ersetzen. Denn aus (15.) und (16.) folgt, da a und b teilerfremd zu (' 
daß die Determinante 

(17.) i^-nt;i = o (J). 

Hieraus und aus (12.) ergibt sich 

m(Aa+.a/^)=Ia«+ma/y=,a(Ia + m/if) = (()), 

also, da m zu J teilerfremd ist, die Bedingung (14.). Setzen wi 

(18.) L-=;/|»-,s 

so wird durch (13.) z dann und nur dann eine gewöhnliche Pot 
2iy V wenn durch (13.) ^ rational wird, wenn also A, i^, //, u^ den 
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; .(19.) Aa+A*b=0 ((T), i,a-f/«,6=0 ((T) 

genügen. r. .- 

Nun sollen aber aoch zu verschiedenen Wertepaaren t/, v verschiedene 

Stellen des Gebildes gehören. Da die in (11.) vorkommenden Wurzeln 

Vl«^ bis auf ganzzahlige Potenzen von § und rj gleich Potenzen von ^ 
sind, so ist diese Bedingung erfttUt, wenn zu verschiedenen Werte- 
paarea u, v verschiedene Wertetripel . |, tj^ 'Q gehören. Das ist sicher der 
Fall, wenn durch $,17,^ die Größen u,v eindeutig . bestimmt sind, wenn es 
also ganze Zahlen a, 69 c; a^jb^jC^ gibt, so daB 

(20.) }l = S^ti''C, V = |«'7y*'^^ 

wird. Um die Bedingungen daftir aufzustellen, schreiben wir die Kon- 
gruenzen (19.) als Gleichungen in der Form 

(19'.) ka+fih=^yd, l^a + Uib-^v^ci. 

Dann wird 

(18'.) t=n'v'\ 

Die Gleichungen (20.) sind nun identisch mit 

r2i ") ^^ "^^''^ "^"^^ ^^' ^^^ '^^''^ '^^^^ '^^' 

aXi-\'b/u^ + cvi = 0^ <'i ^1 + 01.4^1 + ^1^1 = 1. 

Sollen diese Gleichungen lösbar sein, so ist notwendig und hinreichend, daß 
die Unterdeterminanten der Matrix 



(22.) d"') 



keinen gemeinsamen Teiler haben. Es heiße die Unterdeterminante, die 
durch Fortlassen der /-ten Kolonne entsteht, d^. Dann ist nach (19'.) 

(23.) z/3a=-^,(y, ^36=^2«^. 

Es muß also d^ durch 8 teilbar sein. Hätte aber A^ noch einen anderen 
Faktor, so ginge dieser in J^ und J^ auf, wäre also gemeinsamer Teiler 
von ^1,^27 ^3- Daher ist ^3=±cy. Dann aber haben ^1, -^21 ^\ keinen 

40* 
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gemeinBamen Teiler; denn auB (23.) folgt jetzt a= + ^i, 6 = ± ^29 und q und 6 
Bind teilerfremd zu ^=±^3. Wir nennen zwei Zahlenpaare l^fi\ Kif^u 
die allen Anforderungen genügen, zu einander adjangiert, und zwar nennen 
wir, wenn ^3=Ä^i--Äi^i=+^ ist, l^fi daB erste und ili,^j das zweite Paar. 

§4. 

Nun liefert ans aber eine Entwicklung, wie wir sie für z mit Hilfe 
von (13.) erhalten, nicht alle Werte von z. Es genügt aber, wie wir jetzt 
zeigen wollen, eine endliche Anzahl derartiger Entwicklungen. Wir be- 
weisen zunächst folgenden Satz. Es seien 1, fi zwei ganze Zahlen, die 
folgenden Bedingungen genügen 

1.) i>0, /i>0, 
(24.) 2.) X(i+fih=vd^ wo V eine ganze Zahl, 

3.) i-^/i^r teilerfremd. 

Dann läBt sich zu X^u als erstem Paar ein adjungiertes ^^,^1 als zweites 
so bestimmen, daB 0<Aj<Ii, /*i>>0 ist Um diesen Satz zu beweisen, 
haben wir nach dem vorigen die Zahlen ^1,^1 so zu bestimmen, daß sie 
den Bedingungen genügen 

!•) 0<A,<i, ^i>0, 
(25.) IL) Axa + ^ib = (tJ), 

III.) A^i — ij/i = J. 

Die Zahlen X, ^ können einen gemeinsamen Teiler d\ haben. Dieser muß 
aber ein Teiler von J sein, da aus (24.) 2.) folgen würde, daß er sonst 
auch in r aufgeht. Dieser Teiler ist nach (24.) 3.) teilerfremd zu r. Es 
sei (y = S^(f^^ A = A'cJjj f,i^ij!d^. 

Es seien A^''^, ^^"^ zwei ganze Zahlen, die der Bedingung 

genügen. Sie seien so gewählt, daß X^^^^ nicht negativ und möglichst klein, 
also kleiner als ).\ ist. Dann läßt sich jede Lösung von (25.) III.) in der 
Form schreiben 

(26.) it=i^'H^A', /.,=^("> + ,9/"', 

wo g eine ganze Zahl ist. Hieraus folgt 
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(27.) )L,a+u,h==l^'^a+u^n+gd,y. 

Es ergibt sich aber aus den Kongruenzen 

i,oo;L'«i(.o,,'=0 (JO, ai'+b.a'=0 (cJ^), 
da k'^,u zu Ja teilerfremd sind, daß die Determinante 

Daher ist nach (27.) Äja+/'|B jedenfalls durch (^2 teilbar. Da aber r zu 
<)i teilerfremd ist, so läßt sich in (27.) g so bestimmen, dafi ^iQ+.^i^ durch 
<^j ^2 = (f teilbar wird. Dabei können wir noch annehmen, daß g kleiner als (h 
und nicht negativ ist. Die sich so ergebenden Zahlen ^n/^i erfüllen dann 
sicher die Bedingungen (25.) I.) und IIL), aber auch die Bedingung IL); denn 
zunächst ist ii>0 da i^">>0 und /7>0, ferner ist aber ;.<">< ;l', g<S,, 

also X, = A<'^> + ^ i' < i = Jj a' und schließlich folgt aus IIL), daß /n, = ^~- >0. 

Damit ist aber unser Satz bewiesen. 

Wir gehen nun von dem Zahlenpaare 

*o = J\ /'ll = 

ans, das die Bedingungen (24.) erfüllt, und bestimmen dazu ein zweites ad- 
jungiertes Paar i^,,//!, so daß Ai<;i. Ist i^i + O, so können wir, da dann 
auch i,,/ii den Bedingungen (24.) genügen, zu ii,/i, ein zweites adjungiertes 
Paar i>2)!^2 bestimmen, und zwar so, daß ^2<C^i. Ist auch ^2=1=0, so können 
wir fortfahren. Wir erhalten auf diese Weise eine Reihe von Zahlenpaaren 
jl;, //;, von denen immer zwei auf einander folgende zu einander adjungiert sind, 
und zwar ist immer von zwei adjungierten Zahlenpaaren das frühere das 
erste und das spätere das zweite Paar. Diese Reihe muß abbrechen, da 
die positiven Zahlen X^ immer kleiner werden, so daß schließlich ein X^ auf- 
tritt, das Null ist. Dies sei i„. Setzen wir 

| = ?/Ji-i,.^/^ r, = v^^-^v^\ (,=1,2....«) 

so wird für jede dieser n Annahmen z eine gewöhnliche Potenzreihe von 
w,, r,. Diese Entwicklungen von z nennen wir der Reihe nach die erste, 
zweite, bis n-te Entwicklung von z. 
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Es konvergiere die Reihe für z in dem Gebiete i^i<p, |i?[<a. 
Dann müssen wir die Größen xi,^ v^ so beschränken, da£ ^, 77 sicher in dem 
Gebiete ili<(>, '^!;^^ bleiben. Das ist der Fall, wie man sich leicht 
durch Ausrechnung tiberzeugt, wenn wir die Größen i/„ v, den Bedingungen 

unterwerfen. Geben wir l einen festen Wert im Gebiete Ü, < p, so liefert 
uns die t-te der Entwicklungen für z alle Werte von z für diejenigen 
Werte von ^y, die den Bedingungen 









<:a-"^-jp^/, d.h. i^l>tTp- '•'•' 



genügen. Wir setzen der Übersichtlichkeit halber 



SO daß also wegen //o = und K = 

T„=a und T„=0 
wird. Da allgemein ^,--1 /^— /M,_i a. = ^\ so folgt 

und, da alle Größen positiv sind, 

';^-f-->o. 

Aj A/ — 1 



Mi 
Igl X- , (1=0,1....«) 



Daher ist für iKß 

<1, 






^.-1 

Die erste Entwicklung für z gibt uns daher, wenn § im Gebiete S|<(> 
gegeben ist, alle Werte von z für diejenigen Werte von //, für die 
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die zweite Entwicklung Tlir diejenigen Werte von ?;, für die 

'^' ^i>l^l>^2 " ' ' " ' '^'\ 

usw. und schließlich die n-te Entwicklung für diejenigen Werte von ri^ für die 

Alle Entwicklungen zusammen geben uns also für irgend einen Wert von (i 
in lll<e alle Werte von ^ für die Werte von tj in |^!<Ca. 

Es sind noch die Größen ?^, i\ durch Größen des Körpers K zu 
ersetzen. Nun gelten folgende Sätze, die ich bei anderer Gelegenheit be- 
weisen möchte. Es lassen sich Funktionen b,,^nCi aus K so bestimmen, 
daß sie sich von ^, ^, u um Faktoren unterscheiden, die sich, wenn wir für z 
die Reihe (1.) des § 1 einführen, als gewöhnliche Potenzreihen von a:«^ yi dar- 
stellen lassen, die für a:=y=0 nicht verschwinden. Nun waren aber die 
Hilfsgrößen n,., v^ so gewählt, daß sie sich in der Form darstellen ließen 

wo die Exponenten von I, ^,S ganze Zahlen sind. Setzen wir 

so wird 

wo -E,, und E^i gewöhnliche Potenzreihen von w„ v, werden, die für t^,.=t>,=0 
nicht verschwinden. Daher werden die t/„ v< auch gewöhnliche Potenzreihen 
von w„ r, und können durch die Funktionen ?f„ Vi des Körpers K ersetzt 
werden. 

§ 5. 
Ein einfaches Beispiel hierzu ist 

Hier haben wir ^=5, a=3, b=l. Wir finden der Reihe nach 
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Ay=5, ii=3, ^2=1? ^3=0, 

/^o=0, .Ui=l, .£12=2, .«i3=»5, 

haben also zur ganzen Darstellung von ^ in der Umgebung von ^»0, 17^=0 
die drei Entwickelungen: 

IL) I==w|r2, ri=u^vl, ?=^«'2i 

III.) f=W3 , »7=«tJi;J, S=W3^'3. 

III. Der allgemeine Fall. 

§ 1. 

Es sei kurz an die Definitionen des § 4 des Absehnittes I erinnert. 
Es seien ti(x) die Verzweigungsstellen von R(x). Es sei wieder PQv^y) die 
sebon am Ende von Abschnitt I. definierte ganze rationale Funktion niedrigsten 
Grades, die die Faktoren y—tiQc) enthält. Ist das Aggregat der Glieder 
niedrigster Dimension von P bei der Entwicklung von P nach Potenzen 
von or, y durch x teilbar und ist ferner a = eine Verzweigungskurve, so 
setzten wir xP=D^ in allen anderen Fällen P=D urid nannten die so de- 
finierte Funktion D die zu K(x) gehörende Verzweigungsfunktion. Die 
Glieder niedrigster Dimension von D in .r, y seien von der Dimension /u. 
Diese Zahl /u nannten wir den Rang der Verzweigung. Die Fälle //=0 
oder ^^ = 1 haben wir im Abschnitt II erledigt. 

Wir nehmen daher ^>1 an und zeigen, daß man diesen Fall auf 
die einfachen Fälle des Abschnittes II zurückführen kann. 

Wir führen statt a-, y neue Veränderliche f, 17 ein durch eine lineare 
Transformation mit nicht verschwindender Determinante. Der Umgebung 
der Stelle a = 0, y=0 entspricht dann eindeutig die Umgebung der Stelle 
^=0, r]=:0. Auch sind die Zusammenhangs Verhältnisse der -2^ -Werte für die 
beiden Umgebungen dieselben. Dadurch gehe D in J über. Die Trans- 
formation soll so gewählt werden, daß in J die Glieder mit ^'', ?/^ vor- 
kommen. In dem Falle, wo in D das Glied y" vorkommt, nehmen wir 
bei der Transformation .i'=|; wir können dann immer noch erreichen, daß 
in J die Glieder mit 1",^/'' vorkommen. 
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Für die neuen Veränderlichen gelten dieselben Überlegungen wie 
für die Veränderlichen .r, /y. Die Projektionen der Verzweigungskurven für 
die neuen Veränderlichen werden uns, soweit sie durch die Stelle ^ = 0, 7; = 
hindurchgehen, bei unseren Festsetzungen über D und die lineare Trans- 
formation, gegeben durch ^ = 0, wozu noch 1 = kommen kann. 

Wir beschränken ^, »? auf ein Gebiet ^Ke, i^/K^ nnd denken uns 
die Werte von z für einen bestimmten Wert von | wieder auf einem Stück 
einer Äeemaw^jschen Fläche, das den Punkt i? = umgibt, ausgebreitet. Wir 
bezeichnen dies Stück mit P(|). Es habe /^ Blätter. Die Verzweigungs- 
punkte dieser Fläche P finden wir durch Zerlegung von J. Es sei 

wo E eine Einheit für 1 = 0, ;y = ist und wo die »9, für S=0 verschwinden. 
Dann sind die «?, die Verzweigungspunkte von 1\ wenn nur p und o passend 
gewählt sind. 

Nach unseren Voraussetzungen beginnen die Potenzreihen «?, mit der 
ersten Potenz von 'i. Im genaueren sei 

wo die «i nicht Null sind. 

§2. 



Wir setzen 



n = I ii\ 



Dadurch wird die Fläche P auf eine Fläche abgebildet, die die 
«(;-Ebene in der Umgebung des Nullpunktes /i-fach überdeckt. Wir bezeichnen 
sie mit W(ß). Die Abbildung besteht in einer Drehung um den Nullpunkt 
und einer Ähnli^hkeitstransformation und ist natürlich von ^ abhängig. Die 
Verzweigungspunkte von W entsprechen den Verzweigungspunkten von P, 
sind also die Stellen i^'^^^oder, wenn wir setzen 

die Stellen a, + tSp. 

Die ,a Größen «, können alle oder zum Teil einander gleich sein. Es 
seien etwa die ersten l unter einander gleich, also gleich a^ und die letzten 
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^a — i, also gleich a^. Dieser Fall genügt, um den allgemeinen Fall deut- 
lich zu übersehen. Da die Funktionen t^^ für | = verschwinden, so liegen 
die Verzweigungspunkte in der Umgebung der Stellen a,, mithin der beiden 
Stellen a^ und a^. Wir können daher um diese Punkte Kreise mit den 
Radien r[ und li beschreiben, so dafi für §:<e die Punkte 5~^d,,l"*t^27«-f"*^x 
innerhalb des ersten und die Punkte I"*^a+m^~^^ä+2, — S"*^;. innerhalb des 
zweiten Kreises bleiben. Ferner zeichnen wir einen Kreis mit dem Ra- 
dius ?„ um den Nullpunkt, der die beiden anderen Kreise einschließt. Wir 
wollen die beiden Kreise um a^ und a^ so wählen, dafi sie sich nicht 
schneiden, was bei hinreichend klein gewähltem q möglich ist. Es seien 
ferner 7o und p so gewählt, daß für \w\<irl und \^\<iQ sicher 17 <:^ wird. 
Die drei Kreise denken wir uns in der Fläche W in jedem ihrer ß Blätter 
gezeichnet Das von den 3 /i Kreisen eingeschlossene Gebiet heiße G\ 
Wir zeichnen ferner um die Punkte a^, a^ und den Nullpunkt Kreise mit 
den Radien r^>r[^r2>r2 und r„<Cü, die sich nicht schneiden, und deren 
letzter die beiden ersten einschließt Das von ihnen begrenzte Gebiet 
heiße G. Die Gebiete ö, G' bestehen aus ß kongruenten in den 
ft Blättern von W über einander liegenden Stücken. Ihre Gestalt ist von | 
unabhängig. Dem Gebiete G entspricht in der Fläche P ein Gebiet, das 
wir r nennen; es besteht auch aus [i kongruenten Stücken, deren jedes 
von drei Kreisen begrenzt wird, nämlich von drei Kreisen um die Stellen 
^'0^1 ö^if und den Nullpunkt mit den Radien i\§^ 7-2 11 'uf« Die» Gebiet hängt 
von ^ ab und wird gleichzeitig mit I unendlich klein. Es liegt zufolge der 
über ro und p gemachten Voraussetzung für jedes I, für das ^ <?, ganz im 
Gebiete iij| < a. Wir bezeichnen ferner das durch die ß Kreise mit dem 
Radius i\ um r/„ begrenzte Gebiet von ir mit G^ und das durch die /i Kreise 
um a^ mit dem Radius rj begrenzte Gebiet von W mit G2. Die (7,, G^ 
in P entsprechenden Gebiete nennen wir 1\^1\. Das Gebiet von P, das 
noch nicht benannt ist und das außerhalb der ^i um den Nullpunkt mit dem 
Radius rj[^\ beschriebenen Kreise liegt, heiße 1\. 

§ 3. 

Das Gebiet 1\ Wir können das Gebiet G mit einer endlichen An- 
zahl von Kreisen ganz überdecken, die zwar die Grenze von G schneiden, 
aber nicht die von G'. Es liegen dann in keinem dieser Kreise für ^\<iQ 
Verzweigungspunkte, da diese nach unseren Voraussetzungen für % <Z q nicht 
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aus den Gebieten G^ G2 herauBkönnen. Einer dieser Kreise sei k. Im 
Innern dieses Kreises ist z eine algebraische Funktion von w und ^, die 
höchstens die Verzweigungskurve f =0 hat. Wir haben also den Fall 1.) 
von Abschnitt II, § 1. Die Entwicklung, die wir nach dem dort angege- 
benen Verfahren für z bekommen, kann uns übrigens unter Umständen außer 
den in dem Kreise k ausgebreiteten Werten von z auch solche Werte von z 
liefern, die in einem oder mehreren der über oder unter k liegenden, mit k 
kongruenten Kreise ausgebreitet sind. Denn, wenn auch diese einzelnen 
Kreisflächen für konstantes I nicht mit einander zusammenhängen, so ist es 
doch nicht ausgeschlossen, daß sie durch Variieren von | in einander über- 
geführt werden können. Da für jeden der das Gebiet G überdeckenden 
Kreise Gleiches gilt, so können wir alle im Gebiete (7, also auch alle im 
Gebiete r, ausgebreiteten Werte von z in der am Schlüsse der Einleitung 
angegebenen Welse darstellen, und zwar für jedes |, für das ^ <;e. 

Das Gebiet /;,. Wir können nach den Resultaten von Herrn Hemel 
einen Teil des von uns betrachteten Zweiges z nach Potenzen von § ent- 
wickeln mit Koeffizienten, die algebraische Funktionen von // sind. Da ^=0 
eine Verzweigungskurve sein kann, so kann diese Entwicklung nach ge- 

brochenen Potenzen von | fortschreiten, etwa nach Potenzen von ^«. Die 
Koeffizienten lassen sich nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von t] 
entwickeln und können negative Potenzen von rj enthalten. Denken wir uns 
tj als konstant, so wird z eine algebraische Funktion von S allein. Die Ver- 
zweigungspunkte dieser Funktion bekommen wir, indem wir die Funktion /f 
in folgender Weise zerlegen 

wo E eine Einheit ist und wo die Ö, Potenzreihen von r/ sind, die für i?=0 
verschwinden. Dann sind die Verzweigungspunkte die Stellen Ö,, zu denen 
noch, wenn S=0 eine Verzweigungskurve ist, die Stelle 1 = kommt. Es 
ist aber 

e,=ar'v + "'. 

wo die a, die in den Entwicklungen der Verzweigungspunkte ^.(1) von P 
vorkommenden Anfangskoeffizienten sind, v Da die Größen a,. der Bedingung 
i^^i < ^0 genügen, so kann man a so klein gewählt annehmen, daß 

41* 
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fUr 1?/ <C ^ alle Verzweigungspunkte außer S = außerhalb des um den 
Punkt 1 = mit dem Radius i/y r,7* beschriebenen Kreises liegen. Die Reihe 
für z konvergiert dann innerhalb dieses Kreises, d. h. also wenn 

l> <C 7; '\7* oder I- <C^^7S rj <^a. 

Schreiben wir daher die Reihe als Potenzreihe von und ihre Koeffizienten 

als Potenzreihen von ??, so wird sie eine im allgemeinen nach gebrochenen 
Potenzen dieser Größen fortschreitende Reihe, die aber keine negativen 
Potenzen mehr enthält, da sie sonst nicht in dem ganzen angegebenen Gebiet 
konvergieren könnte. Wir setzen 

dann wird z eine Potenzreihe von .i'i,yi, und diese stellt uns Werte von z 
dar, die in dem Gebiete 

ausgebreitet sind, also im Gebiete /;,. Jedoch bekommen wir eventuell nur 
die auf einem oder mehreren, aber nicht allen, der (3 Blätter, aus denen j;, 
besteht, ausgebreiteten Werte von z. Für die auf den anderen Stücken aus- 
gebreiteten Werte z gilt aber analoges. Die so erhaltene Reihe ist nach 
Abschnitt II weiter zu behandeln. 

§4. 
Die Gebiete 1\ und I^. Es genügt, von diesen beiden Gebieten eins 
zu betrachten, da für das andere analoges gilt. Wir betrachten das Gebiet 
I\ oder statt dessen das Gebiet G^. Damit dem Mittelpunkte r/, des Gebietes 
der Nullwert der Variablen entspricht, setzen wir w = «i + yi und der Gleich- 
mäßigkeit wegen S=^a\. Das Gebiet Gi kann in mehrere für konstantes x^ 
nicht zusammenhängende Teile zerfallen, die aber eventuell zum Teil oder 
alle in einander übergeführt werden können durch Variieren von x^. Diese 
Teile sind einander kongruent, da die Fläche G^ nach dem am Schlüsse 
von § 2 des Abschnittes I bewiesenen Satze folgende Eigenschaft hat. 
Liegt an einer Stelle von Gi ein Verzweigungspunkt der Ordnung « — 1, so 
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ist a ein Teiler von (i und es liegen an der Stelle - Verzweigungspunkte 

der Ordnung « — 1 über einander. Wir betrachten eins der Gebiete, in die 
Gl bei konstantem Xi zerfällt, und nennen es It^ (x^). Für die anderen Teil- 
gebiete von Gl gilt analoges wie fUr //,. 

Das Gebiet /?i hat vollkommen die wesentlichen Eigenschaften des 
Gebietes li{x). Die zugehörige Verzweigungsfunktion erhalten wir aus ^, 
indem wir darin für |, ?/ die neuen Größen x^^i/i einführen. Es ist 

Führen wir dies in J ein, so wird J durch af teilbar. Es sei 

Die Funktion Pi entspricht dann der für das Gebiet R mit P bezeichneten 
Funktion. Wir setzen wieder, wenn x^ — O eine Verzweigungskurve ist und 
das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in x^y^ von P^ durch a*, 
teilbar ist, x^Fi — Di^ in allen anderen Fällen Pi = D^. Es ist dann A 
die Verzweigungsfunktion von R^. Es handelt sich noch darum, den Rang a, 
der Verzweigung des Gebietes R^ zu bestimmen. Es seien die Glieder 
niedrigster Dimension von P^ von der Dimension Ao* Nun sind die Glieder 
der niedrigsten Dimension in J 

oder nach unseren Annahmen über die Größen «1,^72,...«^ 

Führen wir hierin x^^ 2/1 ^^^ ^°d lassen den Faktor x^ fort, so bekommen 
wir folgende in P^ vorkommenden Glieder 



2/f(«i-«Ai + 2/i)'' 



-a 



Daraus folgt io<^- Ist nun io=i, so kommt in P^ das Glied mit 3/^ vor, 
es sind also die Glieder niedrigster Dimension nicht durch x^ teilbar, so 
daß in diesem Falle Di=^P^ ist und der Rang ^, = i. Ist Aü<^? so kann 
Di=XiPi sein. Es ist aber jedenifalls ^,<i. Wir finden also |Wi<i, und 
da i<.u, so wird 
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Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn X^fi ist, wenn also 
die Glieder niedrigster Dimension in J die /i-te Potenz einer linearen 
Funktion von ^, ry sind und also die in D die u-te Potenz einer linearen 
Funktion von x^ y. Ist ^i <C .</, so ist eine Vereinfachung eingetreten. Das 
Gebiet Rx ist nun genau so zu behandein, wie das Gebiet R. Können wir 
zeigen, daß der Rang der sich aus Rx ergebenden Gebiete schließlich gleich 
Null oder Eins werden mu£, so ist damit gezeigt, da£ wir schließlich auf 
die Fälle des Abschnittes II zurückkommen, die sich auf die dort angegebene 
Art behandeln lassen. Da der Rang, wie wir gesehen haben, nicht größer 
werden kann, so genügt es zu zeigen, daß er nicht fortwährend konstant 
bleiben kann. Wir beweisen also im nächsten Paragraphen, da£ es auf 
einen Widerspruch fUhrt, wenn wir annehmen, daß der Rang fortgesetzt gleich 
n bleibt 

§ 5. 

Es sei also der Rang von Rx wieder gleich fi. Das kann auf zwei 
Arten eintreten. Zunächst muß jedenfalls l=^u sein. Ist dann die Dimension 
der Anfangsglieder von Px auch ^i, so kommt in Px das Glied mit yi* vor 
und es ist dann Dx = Px. Das ist die erste Art Ist ferner die Dimension 
der Anfangsglieder von Pi gleich a— 1 und Xx=^0 eine Verzweigungskurve, 
so ist Dx=XxPx^ und der Rang von Rx wird auch u. Das ist die zweite Art 

Wir zeigen zunächst, daß die zweite Art höchstens einmal eintreten 
kann, wenn der Rang fortwährend gleich ,u bleiben soll. Es genügt, anzu- 
nehmen, daß die zweite Art gleich im Anfang auftritt. Es sei also /)i=^i^i- 
Da der Rang bei weiterer Transformation gleich .a bleiben soll, so muß, 
wie wir in § 4 sahen, das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension in D^ 
die a-te Potenz einer linearen Funktion sein, folglich, da /), den Faktor x^ 
enthält, von der Form rxf, wo c eine Konstante ist Die Transformation, 
die zu p2 und A führt und die der Transformation entspricht, die von x^y 
(über S^ri) zu *r,,?/i führt, können wir dann in der Form annehmen 

^i='^'2i/2, i/i=a'2(^2 + konst.). 

Soll der Rang auch bei der nächsten Transformation gleich ili bleiben und 
wieder der zweite Fall eintreten, so muß lJ2=X2Pi werden und es muß gerade 
wie oben das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension gleich einer Kon- 
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dtanten mal x^ sein. Das ist aber nicht möglich, da A durch .r, teilbar ist 
und also P2 durch y^. Es tritt also der erste Fall ein, d. h. es wird A = ^ii 
und es enthält A das Glied mit yj*. Da aber die Glieder niedrigster Di- 
mension in A Bich wieder auf die Potenz einer linearen Funktion von o^^, y-i 
reduzieren müssen, so sind sie also gleich einer Konstanten mal y^. Die 
folgende Transformation kann daher in der Form angenommen werden 

Es wird dann die neue Funktion l\ durch 2/3 teilbar, so daß wieder nicht 
der zweite Fall eintreten kann. Es wird A = ^3? und die Glieder niedrigster 
Dimension in A reduzieren sich auf y^ mal einer Konstanten. Es verhält 
sich alles wieder genau wie bei A9 und es kann daher auch bei der fol- 
genden Transformation nicht der zweite Fall eintreten. So würde es weiter 
gehen, und man sieht, wenn der Rang gleich /^ bleiben soll, so kann der 
zweite Fall überhaupt nicht mehr eintreten. 

Damit ist gezeigt, daß der Rang nur dadurch konstant bleiben kann, 
daß unendlich oft der erste Fall eintritt. Wir zeigen jetzt, daß auch das nicht 
möglich ist. Es sei also I\ = l\^ und A enthalte das Glied mit y", so daß 
der erste Fall vorliegt. Die Transformation, die zu P2 und A führt, ist 
nach früherem in der Form anzunehmen 

^=^2, n =^(^2+2/2), 

wo Ci und C2 passend zu wählende Konstanten sind. Daraus folgt 

a!j=.r^, 3/1=0/2 + 61)^-2, 

wenn wir q + C2=6i setzen. 
Es wird 

Da wiederum der erste Fall eintreten soll, so enthält P2 das Glied mit y% 
und es wird A=P2- Die nächste Transformation ist wieder von der Form 

x^^x^, 2/2 = 0/3 + 62)^3, 
und es wird 

D,=x^P,^x^D,. 
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So gebt es fort. Wir bekommeu also folgendes Resultat Es gibt eine an- 
endlicbe Folge von Transformationen 



• •••••••• 

aus denen folgt 

D.^x^D,, iJ.^d-^^D,, ... D,^x^,^,D,^,, ... 
oder, da ja .r^^_i=a:, ist, 

Aus den Transformationsformeln ergibt sich ^""^^ =>rr*^ und daher 

dyx' ^ Sf/y + i 

Nun hat aber /> und also auch D^ nach Voraussetzung keine mehrfachen 
Faktoren. Mithin können wir zwei ganze rationale Funktionen p und (/ 
von ^1,.^! so bestimmen, da£ 

gleich einer ganzen rationalen Funktion von x^ allein wird. Führen wir hierin 
die ersten v Transformationen aus, so wird die linke Seite mindestens teilbar 
durch a:J^^"*^\ während die rechte Seite unverändert bleibt Da wir aber 
die Zahl y und damit i/(a — l), wenn //> 1, beliebig groß annehmen können^ 
so ergibt sich ein Widerspruch. 

Es muß also schließlich der Fall eintreten, daß man nur noch Gebiete 
zu behandeln hat, deren Rang gleich Null oder Eins ist. Damit ist aber 
der am Schlüsse der Einleitung aufgestellte Satz bewiesen. 
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II. Arithmetik, Trigonometrie, Stereometrie. In Vorbereitung. 

III. Funktionale Geometrie (Graphische Dai-stellung von Funktionen, Analytische Geo- 
metrie der Ebene, Grundziige der Differential- und Integralrechnung). In Vorbe- 
reitung. 
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Die Wandtafeln dienen zur Veranschaulich ung der Keplschnitte als Zentralprojektionen 
des Kreises und ermöglichen, gewisse Eigenschaften dieser Knrven durch zcntralproiektivische 
Übertragung von Eigenschaften des Kreises auf Grund der Sätze von Pol und Polare leicht 
und elegant abzuleiten. Die Tafeln zeigen die Beziehung der Kegelschnitte zum Kreise un- 
mittelbarer und räumlich anschaulicher, als dies gemeinhin durch Kollineation in der Ebene zu 
geschehen pflegt und dürften daher auch für den Hochschulunterricht geeignet sein. 

Realgymnasien. Realprogj-mnasien und Oberrealschulen dienen die Wandtafeln als unent- 
behrliche Ergänzung des onengenannten wie jedes anderen mathematischen Lehrbuches und 
gewähren dem Lehrer eine höchst willkommene Erleichterung beim Unterricht. 

Ebenso sind diese Tafeln vom Dozenten der Mathematik an Hochschulen mit Vorteil 
zu verwenden. 
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